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IN'T'RODllÇÃO 
Seja m o '"spaço das funçOes continuas definid,-ls ('P1 [ a,LI, 
com 
'J.' {f ) 
v a lorcs em lO,+'-'') . O funciona 1 'r 
l
,b 
= 1 f(x)dx, associa a cada funç~o 
J a 
m f-"-' L 
f em lli , um número r c :ll 
nao negativo, que reprc,;senta a "área" da região comprcc~ndidCL e:'ntr'' ,--, 
gr~fico da função f c o eixo das abcissas. 
Orna generalização do conceito anterior é obtida quando con--
sideramos o funcional 'J' : IB ---~• [O ,+o.:·] definido por T(f) = fd' }JE 
onde C1 é a medida de Lebesgue, lE um conjunto mensurável e f t~ K\, 
e urna função definida em JE com valores em [0,+'"·), f ::"'.c·:s~:::::-, 
Ambos funcionais cit.ados swti_sfaz('D\ ,-:.s propricc1.:H]c~_~: 
I i I 'l' IDI o' onde o e a função identicamente nula. 
(i i ) T (f) T(g) se f 
' 
g 
' 
v f f g c::: lB . 
----
{iii) T (f) T(f A a) + T(f v a - a) V f c lR ~a ç I 0,+ , I 
' ' 
(i vi Ti f) lim T(f A n) 
n ·• + 
(V) T (f) 1 i m T(f v 1 li H c _lB o . 
-)- + n n n .. 
(vi) 'r('f l) -= Ct(I) (mcd ido. de 1), onde I e um _intervalo rL',I l (' 
l!! I a função característica de I . 
(vii) 'I·(f) = •r(f • ~"'.1) + 'l'(f • ·,DJH- I), sendo 1 in tcrva lo r e.~; l. 
O objetivo do nusso truhalho c clcfin_i_r um funcivnal 
sendo f 
IR em IO,+·-'i , de modo y_ue o vuJor 'l'(f) sa.t.i.c->fCJc;.:-1 ~1!-; 
propriedades (il a (vii) E!specj_ficildas. 
Consideremos r I IRI ------+lO,+"··] tmw função monõtcna 
conjuntos, isto e,u(0)=Cl, .,(A) '(B) 
r 
J 
IR 
• dct 
J fdet _ 
lP. 
IR [Q,-1-co] --> 
lim 
e: +o+ 
l ) cL{f > n~·} 
r , 
n=J_ 
se A c B. o funcicn~l, 
, definido po:r.· 
satisfaz as propried::>ck·s {i} 
a (v) para cada u.. Ainda m~ü~, Sl' 'f e ur,1 funcional dc·finiri11 er-1 
JR I o,+'' I assumindo valores em í O,+·, I e satisfazendo as prc.'t1ri(-_'cL_1 
de.s (i) a (v), a função monótona de conjun-t~os u.: P(lR) -··-~-f 0,--r--· 
conjuntos ta]_ que 
TI f I r 
JR 
Se o conjunto JH. for substituído ~~or um conjunto ::-; '--Tu,·,]_-~ 
quer, X 1- 0, podemos dcfi_nir de modo un51ogo, Ct quantidade 
" fdet " denominada ".inte(;ra1 da f sobre X, em relaç3o a fu:1-
ção monótona de conjuntos :1 P lXI __ , [0,+ •I 
Chamaremos de l!'lfi'!]AaE movtôtonll, qualquer funcional 
T: IB ---+ [0,+·""] 
des: 
(i i 
(ii) 
(i i i) 
(i v) 
(v) 
(vi) 
a F [ Ü 1 +<X;) I f E lB -----+ af, f A a, f v a - a 
f,g E JB, f ' g -----) T(f) . 1' (g) • .. 
(l) 
T(a f) a . TI f I , V a E [0,+ "') V f E JB. 
T(f) ~ T(f ,, a) + T(f v a -a) f a E [ O,+ro) 1 
T(f) l im T (f /\ n) 1 1,J f E JB , n r.;: JN • 
n-+ +·-'0 
T(f) = lim 
n-++'" 
T (f .; l 
n 
\lfEJB, n C ]\/ 
E 1l3 . 
Vf F JB 
Para qualquer integral monótona T f 'J' : lli c !O,+ .,,I X 
. 
_i j_ ]_ 
lO, t- • :, 
X t 0 , existe wn teorema de representação elo tipo de Ries", ou seje, 
11 '--!, se o:T 1 t. 1, PIX) -- [0,+ •I são funçÕes monótonas de conjuntos def.i:_ 
nidos por: 
'-''I' (A) .. .sup[T(f) t r:=: ill c ~ -~ 
' 
c A' ' 
;:T(M inf{T{E) t m f (2 I .. . 
' 
c 
• A 
-----·---·-----
(]) 
r;, 1 r , , 
VA C X, então, uma função monótona de conju!'ltos ,y:P(X) ----- l 0,+" 
é lal que T(f) fél.u Vf t= lB, se c somente se 
' 'I' 
Visando facilitar a leitura para aqueles que se iniciam n2s 
se estudo, muitas vezes optamos por uma demonstraç5o mais extcns~l 
porém mais simples, sem contudo deixar de seguir uma sequêncj a lêJ<Jl_-
ca dos resultados. 
A continuação natural desse trabalho seria o estudo da li-
nearida.de das integrais monótonas que so nao foi aqui abordo.do t-JOr-
que extenderiamos por demais o assunto, rxtr..JpoLH1dl• assim, o objcL~-
vo proposto inicialmente. 
CZ\P1:TULO I 
INTEGRAIS MONÓTONAS 
DEFINIÇÃO 1.~ Seja JA 1-0 um conjunto, c !O,+wJ]\ a classe das L-tr1 
ções definidas em Jl\ e assmnindo valores em [0,+"''1 . Considen:miJ~::; 
Jl\ IB C [O, +wl ID t 0 satisfazendo 
(i) Para todo \E [0,+ ~J e g EID tem-se que \g C= E , 
g'. \-\EJI3. 
Uma aplicação 'T : JB --' [O 1 + "'"· l e chamada "integral monôtona" se 
valem as seguintes propriedades: 
(Li) T(H) = ::T(f) 
('l' e homoqênca) 
(i i i) (Vf, g E JB; f: g) =· (T(f) :r lgl I 
(Monotocidade) 
(iv) T{f) T (f ,"'-., \ ) + 'I' (f \./ \ ·- \ ) , V f r:: Jl3 c .\ E [O , + 
(v) T (f) = lim TI f n) V f ' lB 
n-' +· 
(v i) T (f) lim T(f I. l -'I V f E JB. = 
n ' -+ 
n n 
Observaçõc:s: 
f (x) se f (x) c; ( x) 
( 1) I f \/ g) (x) 
(j(X) SE-' f (x) g (x) 
' ! f (x) se f (x) g(x) 
( 2) (f I g) ( x) -
L 9 (x) c; e f(x) > ~) \x) 
(3) Convencionemos que O·(+~"') = (+"-) ·O ~O. 
Assim se 'I' e uma integral monótona tts propriedades (i) ~ (i i) 
nos garantem que a fur11;;ào _identicamente nula, O pertence; a !E 
c T(U) == O pois: ~oE:. f E Il 1- 0 por (i) 6 =, O f E :n; por c·11-
txo lado como '[' e homogênea e f C :c tmns T(O·f) ==0 • T(f) =i), 
e assim T(O) = O. 
( 4) Dada f E ]3 e {,\ , IJ l C [ O,+'") , \ :- \1 
então f !\ \ - f 1\ 11 """ (f 1\ \) V ]J - p. 
Demonstração: 
\/x,y E [O,+OJ] tem-se que x A y + x V y == x + y, logo, 
(f;, À) 1\ lJ +(f}\}\) V )I:= (f A) .. )+ )J (f r. .\}y' li-
=fi\~- (f 1\ f,} f\ il '--- ·> (f h \) v )-! - l' 
cqd. 
Prop. (1.1) Suponhamos que seJam verificados os j_tens (i) 
(i•J) da definição de ·integral monótona para uma tr,msfonnaçó•) 
'1' :13 -+ [0,+"1 .. E:nt.3.o o:~ ltens (v) e (vi) equivalem a 
IV.i_i) lim T[(f;'; 
+ ,, 
! . , I) -i-
Uem. 
{~-~) Vamos mostrar que S(' (i), {ii) e (iv) valem cntàu {v) 
implicam (v.i.i). De fato: 
lim T [f /\À - f A W ] = sup+{T(f /\À 
- f 1\ ") } 
À-i-+00 À, uEIR 
]J+ o+ À 2:.11 
= sup sup {T(f/\ À - f /\")}} = ÀEJR+ wEJR+ 
= sup lirn {T [(f 
" À ) 
" 
l l] = 
ÃEJR+ JJ++oo 
" " 
= sup T{f 1\ À ) = lim T(f A À ) = T (f) 
)cEJR+ À-+ + 00 
I= l Reciprocamente, se (i) ' (iii) e (i v) valem então 
plica (v) e (vi) , Sabemos que T (f) = lirn (f 1\ À - f li 
À-*+ 00 
JJ4 o+ 
que, f/\ À -
f " " 
< f " À < f 
-
-
= T(f /1. À - f A w) :é_ T(f /1. À) :é_ T(f), ~À,lJ E [O,+oo), 
logo lim T (f 11 À - f A w ) < lim T (f 1\ À) < T (f) , 
À++ 00 
jl-+ o+ 
ou seja, T(f) < lim T(f ~ \) < T(f). Assim 
À-++oo 
T(f) = lim T(f /1 À) 
À++ 00 
Provemos (vi). 
f v " 
l 
- - < 
\1 
f= 
= T [(f V À) v \1 
V À, ll E [ 0 , + =) , 
1 
--]<T(fV 
\1 -
l \1 - -) 
" 
< T(f), 
3 .. 
= 
(vii) im-
" ) . Temos 
.. 
T[(f V!) v" _lj < lim T(fV~:-lim 
,\-++oo 
rJ-+0+ 
,, 
~J ·++o 
ou seja, T (f) < lim T(fVw-
w:- o+ 
T(f) ~ lim 
]J + o+ 
T(f V p - l ;;-) . 
l 
·-) < 
w 
T (f) , 
4 
T (f) ' 
e assim 
Observações: Suponhamos que T verifica os itens (i) e (iv) da deLL 
nição de integral monótona, então: 
(a) Vf E JB , T(f) = lim T(f 1'\ n) ~ 
(b) 
n-~+"'-' 
-f- OC• 
"' 1'(f) - l: T(f 1\ n- f i\ (n-l)) , Vf E lB 
n·= 1 
Vf E ]3, T(f) -~ lim C'(fl/1 
n-)- + '" n 
T(f/\1)~ 
De fato: 
n=l 
'r(fA l_ fA 
n 
__ L_ I 
n+l V f E JB 
No item (a) as reduzidas da s~rie sao dadas por: 
s 1 = 'l'(f h 1) 
s
2 
'l' (f A 1) + T (f A 2 - f A 1) = T (f I\ l) + T ! (f 1\ 2) ·j l - ] ! 
T[(f/' 2) A 1] + T[(fA 2) .,, 1- l]- T(fA 2). 
Suponha Sn-l - T(f /\ {n-l)). Assim 
S -- T[f A ln-111 + T(f!'• n- iA (n-1)[ 
n 
-- T [(f r. n) Í\ (n-1)] + 'l' [(f A n) \.1 {n·-l) - (n-ll l 
·-· T(f 1\ n). 
Mostramos por indução que s = 'r {f 1\ n) 
n 
\fn l= ]'J, e então: 
1' I f I lim T (f f\ n) _,___, T (f) ~ T{f /\ n -·f/\ {n-1)) 
n-l--+'" n=l 
Provemos agora o item (b). 
As reduzidas da s~rie 
sao da forma: 
1 
--I 
n+l 
s 
n-1 T[(fAl)•/
1 
n 
1 
-- I 
n 
n E lN , n > 2 , pois 
S -- T (f A l - f /\ -'1 1 2 T[(f/\l)v l 2 
sut;ondo válido que sk_ 1 ~ Tilf ,, 11 
v' l 
k 
1 
- 1 k 
vamos mostrar qu~ sk- 'l' i(t A ll -v' k+l l - ---1 k+l 
-'1 2 
c teremos p:r·ovado,por ·j ndução corno sao as -:=-t~duztdas Sn-l· 
'\- 'T'[(f I\ l) '/ lr k +']'(f;\ 1 k - f A 
1 
k+Tl -
Temos 
e, 
Logo 
(f 1\ ~ - f 1\ k!l) ::: 
(f 1\ l - f /\ - 1-1 k+l 
! I + TI (f A !, v' k k' 
.. -}· 
~~~----/> 
l 
I f A l - f 1\ k+ 1 I 
,l - _1_) -
k k+l 
f) 
I= I 
TI i f À li I' l _l' I TI (f;\ L \j 1 l sk = + ~ ~ ) --- - k+1 k k' k k+l 
TI I f l ) v ('' l l l = 
" 
l - f (\ -~--) - (k k+l 1 I + k+l k k+l 
+ TI I f A 1 l - f/\ k+Il 
= T(f /\ l - f 1\ 
(_l 1 (i v) /', - k+l 1 I k 
= T [(f/\ 1) v _l_ -k+l 
Provemos agora u C'CfLÜval~~ncia 
Como qualquer r c 1B 
' 
T (f) lim T(f v l l, então, ~-~ -, 
n n n-• +"' 
Tlf Ali- Um T I I f A lI v l - _l I 
n n 
n-• + "-. 
+·'' 1 l 
= lim s = T ·r 1 f 
" 
- f 1\ --) 
n-1 
n""'l n 
n+l 
n~ +w 
\:f f E J8, 'l' (f 1\ l) -- TlfA l-f A 
k 
lim 
k-:.. + "' 
s "" k-l lim 
k' + ·"' 
T[(f-"1)\/l k 
T I f I = lim O' I I f ;\ lI l '-/ k 
l 
k ]) -·-
1 I 
k+1 
= 
+ T [f v I - li ~ J i.m { T I (f 1\ 1) v ] k 
lim 
k-'" + 0-_) 
T(f V 
k-)- +"' 
l l 
k - k 1 . 
lj + 
k 
T(fvl·-1) 
TEOREHA (l.l) - Sejam, 'I' uma integral monótona deftnida em 
" 
' ]J C[OI+e<·] I k um numero natural qualquer, ( CJ ':< 
- n '' - l 
uma sequência de funções tal que g E' ]3 
n 
te a - I* I 18. Se (g J\ k) -- g 1\ k, lfk e: :N, uniformemente 
n 
(viii) T(g) lim inf T(q ) 
n 
n 
Como g ,\ k + g A k un_i_fot-mf2mcnte, Yk 10::: :N f enLlO dado 
n 
::l r: (k) Lü que Vn, n n(k) teremos, 9 ,.-\ k 1 - k ~-- gn /\ k 
lOlJO /, k -+ 
l F I da], 
I g 1'-. l<l l y k (a A k + "n 
L l 
.:....) '1, -
k k 
l qf\_k+k 
n 
Agora f como (q ;--, k} v ~ 
l 
'I' l{g /\ k) v k 
poj_s T e monótona. 
Logo •r(gJ\k-
tem-se 
; ·" 
li 
k' 
I 
k 
• 'l'(g 1\ k) 
--- . n 
·r (q l 
·n 
k t.emos que 
T(g ) I 
n 
'·---: ''·' 
c n n (k) , 
ent_áo: 
l 
.. 
k 
(} :\. k 1-
c 
T (g 1\ k - g 1\ fi 
segue-se então que, 
T(q I 
--n 
l.im in f T (g li k - q /\ ~~ < sup 
k kEB 
Concluirnos então que: 
T (gl llm T(g A k - g A 
k >- + "' 
~; llp 
kE]\l 
inf T(q ) 
n 
n:_n{k) 
inf T(g 1. 
n n>n(k) 
li:n 
k 
in f T (g /\ k -- g l /\ k) lirrt ir~f 'I'(q ) , 
--n 
n 
QU ~;cja: 
. .,------------, 
I T(g) lim inf T(g ) I n ' l----~--~---1 
(v i i i) 
PHOPOS.IÇÃO (1.2) Se valem (i), (ii) 1 (iii.) e (iv) da definL;'<iic de' ir~ 
tegral monótona então (viU.) =-- (v) e (v _i_) 
Prova: 
(a) (v.i.i.U ='> (v) , de foto: 
Seja ( g >"'-(f/\ n> uma sequ•~ncia crescente de funções em IB , 
n 
g /\ k = (f A n) /• k converge uni formementc a f /', k, Vk (:: N. 
n 
Lorjo pela (viii), T{f) ~ lim inf T(f A n) 
n 
1' (f) . 
T(f) ~ lim in:f T(f i\ n) 
n 
e como a sequência ( a ) 
·'n 
ce_r,te o Limite jnferior de T(f /\ n) é o próprto limite e assim: 
r1'(f)= lim 
n+ + '"'' 
T(f r~ (v) 
---------' 
(b) (viU.) -----::· I v i. J 
' 
de fato: 
Seja f v l 1 formam sequênc.ia crescente. gn = ' que uma n n 
r 
I 
f ,; 1 l 
n n 
i 
i,_, 
'J'C'mos que: 
o f / 1 l < 
n n 
k I f 1 qn ,, ' n 
l f -
n 
o 
f 
' 
Vn 
li (\ k 
n 
se 
se 
E ]\l 
' 
-
f /\. 
f 
f 
e 
k 
' 
l 
n 
l 
n 
uniformemente, Vk C ]N, <Jssim por (viii) temos 
'!' I f I 
ou seja, T (f) 
crescente c 'I' 
lim inf 'I' (f \/ 1 
n 
n 
l) < lirn jnf 'l'(f) 
n 
n 
= lim 
n 
:Lnf 'J'(f v' l 
n 
Corno a sequênc ia < c > ., 
_jn · n=J 
e monó·tona temos Um 
n 
inf 'T'(g ) 
n 
·-·· -----. · · ---r--1 ·-, l T ~-~-)---~ lim 'l' (f ~ n_=._ í1) ! (vi) 
lim T(g \ 
" n-• + ,,., 
:I' 
'. 
CONSIS'l'f.NCIA DA DEFINIÇÃO DE INTEGRAL MONOTONA 
( INDEPEND:ENCIA DAS CONDIÇÕES) 
' i 
Seja T :JB --..--.+[ D,+oo], J8 C I O,+oc}J!\., JAf- íZJ, sati.sfCtzcndo (i! 
da definição (l). 
li I f V k- k EE, kf t:: JB, Vk E [0,+"'/ 
(1) (ii) não depende das demais condições. 
De fato: 
c T (f) Vf C JB • 
-T assim definida nao verifica (ii) pois, + '-'-'' = T(O ·f) = O • T(fl. 
-As demais sao verificadas facilmente. 
(2) (iii) não depende das dE:muis condiçÕes. 
De fato: 
Seja 
ID = { \ <P H : .\ C [ O ,+ '-'·) J U 
1 
B C H l e/o 2 I 
L\::-· II : \ E [ O 1+ ·' ) } , onde 
2 
d(_~finimos 
fun-
ç6us caracterlsticas. m satisfaz (i), E:' definimn.s T em m, r~ur 
'I' ( ', ·P H ) = 2 A 
l 
li-Li), pois 
e TI \0 I =- A . Como 12ssa definição 'I' 
. . 11 -
,:H 
2 
2 
e - T (c I = l. 
"H 2 
Verifiquemos se T satisf3.Z as demais condiçÕes: 
(i i) TIH) ~ \T(f) 
De fato: 
-
nao sJtisfdz 
ou f = ' " 
.-\ .,p !' )',\"E [O,+"") 
'2 
Logo: 
'I' ( _\ ,\ I <f! H 1) "" 2--1 \ ' :-c _:., • 2 '- ' "" \ - 'I' ( \ ' f l ' e 
' ' 11 
-= A f, --
.. 1' (\f) \T(f) 
']' ( \ 11 ~ ) 
. .. 'H2 
V f E 1B. 
(iv) 'I'(f) = 1'(f A,\')+ 'l'(f V .\ 1 ~ ,\ 1 ), 
De fato: 
seja f -- /,.pii 
l 
•r(fl ~ T(>.~H 1 
l 
2\ ' 
E ! O, + _,. e ft :m. 
'J'(fl\\')-- "' I i. ~ -~ 
r T(\CHl) ~ 2). se \ \ ' 
\ ' ) J. -- '+ H /\ 
l 
T(fvl.'-1- 1 )·""'" 
.. T (f /', ,l, ' ) + 'I' (f \/ 
== "1 ou 
A ' - _\ ' ) 
'r(,\ .;H ) 
l 
2\ ' se \ '· \ ' 
éi(-' \ . ' 
'' ' . 
= 'I' Í ( \ - A ' ) ," ., ! -H . 
"l_ 
·-· 2 ( )._ - \ 1 ) S(' 
·, 
o ·= 2\ se 
+2.\-2\' 2. \ se 
T(f 1\ \') + T(f y' \' ~ \')- 2\ TI f) • 
Se teremos T(f) -) 
52 
T (f 1\ \' ) /\. \ ' ) 
se 
T(fVA'-\') \ ' ~ ,\ ' ) 
T(f 1\ ;1') + T(f \1 ~~~\')::o; 'r(f) 
(v} T(f) ··- lim 'r(±-!\ n) 
se n .~ \ 
n > .\ 
n-~+m 
Seja 
temos f A n 
temos f /\ ll ,,, \·;n i\ n 
1. 
e 
< \' 
' 
- ' 
se \ 
se \ 
}'\.ss_im dado C' ,· O, existe "n " (l? n? natural maior qu.:; 
o 
CJUf' qualqu<2r " " n ' n 
!T(f-" n) - T(f) 
n 
o 
t<?f'l-SC 
\ ' 
' ' 
' ) 
1'\.ssim T(f) ::o; lim T(f 1\ n). De modo análogo se mostra quando 
n :- + ~, 
(vi) T(f) ~ T (f V l 
n 
lim 
n -~ + Co 
Sej êl f -
f v l l v l -
'" n n Hl n 
Assim dado r > O, existe 
o se 
l 
-
n 
l (\ - -)c <-p n - H
1 
0-
n E JN (basta tomar 
o 
que qualquer n > n 
o 
n E JN , teremos: 
1 jT (f V 
n 
l 
- -) 
n 
l 
- T (f): 
pois n > 
lim T (f V l 
n n _, + ,,__, 
Sç j à r x, y :- c JA 
-\t--1 
n 
T (f) 
X I v 
1 
n 
< c 
c T (f) /f(x) · f(y) 
qualL'iUE'T f ! JB • 
T nào vcL:lfica (iv) p2.1ra f" = { f l + 2,_~ ,-
l X i ', y e 
de cp { \ y, sao funç6es caractcristicas. e 
T(f) /(1+0)•(0+2) 
' 
' 
T(f /\ l) ~ 1'](, + 2' ) 1\ l] ~ T(' ) (x} (y} (x,y} 
Portanto 'T(f) ;1: 'I'(f A.:'\)+ T(fy'\- \) 
~ satisfaz a outras propried~des: 
I i i J 'l' I\ f J 
;- -- ------, 
/\f(x) · \f(:y) 
;_------- --, 
,\ /f(x) • f(y) ~ 'T(f) 
i (iii} f 
~-- ---- --
/f(x) • f(y) < /g(x) • g(y) = T(f) 
(v) 
(vil 
lim 1' (f /\ n) = lim .-~f (x) ~~---n)-~ -(f (y) 1\ ~-)-, = 
n • + "' n-"+"'' 
,-----~ 
- lim ilflxl ·f(yl] A n 
n _,._ + w 
lim T(f V l 
n 
/ -- ----------, 
(f(x) ·f(y) ~ T(f). 
/r lxl f (yl ~ 1' (fi 
Sejam, f c I O , + "I JA. tal que { x E IA : f { x) 
qualquer t E: (0, + ·''), JB C [O, + ,-,·,) JA. definido por 
I) 
T(g) 
t 1' 0 
JI):.::: !u ·(f/\, a- f 1\ b) :u,a,b C lO, +uo] , O.: b a < + "' u I + __ , 
I', 
f o se a ' + c 
Colocamos T(g) ~ T lu I f A a - f i\ bl I ~lu se a = + Z<) 
y " 
I 
a -
E': claro que 'l' é bem definida. 
Façamos uma melhor imterpretação da definição dada da transform.::-J.çi_1u 
acima. 
(19 Caso) Seja g '"" u(f /',a - f 1\ b) com a < + n· 
- b) se f 
g ... b) se f < a ( * ) 
se f b 
y .{' 
I g 
u(a-b)! ~~------------- --------
~-a_+----1/----~-
-- L I .j~------------//~ 
/ ' ' ------~--L---L---~----------------··--·--·--\.' X 
Logo (*) nos Inostrc. que Sf-~ a + 
e pela definiç~o de T 
' 
T(g) ~ O. 
e 
(:;:9 Caso) Se a ,-~- -r" temos pnr~ ç; u(f A a- f~ L) •J 
seguinte expressao: 
- b) 
g "" u (f - f' /'\ b) 
/ 
/ / 
, I I , 
I I" 
b / j 
-+ ----~ -- --
! ~// 11 
'/ 
_/ I 
---· __ I / 
se f '· b 
se f < b 
f 
--V X 
SabCJt1os, pclds cond_i_çÕes impostas i.nic:ídlmc-.nte ,'J_ "f" '.ili'' 
eLl na0 é limi.tada. Assim, 9 néío é U.m.Ltada quando o1 -= + .,. e l; i ·. 1• 
!'-1ostraremoó; agora que 'e não verifica a propriedade (v) -:.1 
êefinição de integral monótona, poi.s seja 9 E 'JB, g ~ u{f /\a-· f, b) 
com a "" + '" . Assim g é .U.imitada e 'l'(g) """ u. Note que q ,\" 
limitada qualquer n E IN e por (j_) g /\ n t:: m logo g /\ n 
-- k. [f/\ a - f /\ b I 
n n n 
e como "g f\ n" é limitada, qualquer n c_ I\ 
temos a + "' qualquer n C 1N , e assim 'r (g ;\ n) = O_, n 
'\-'(?) l ~im T(ÇTI\ n) 
n-+ + 
'.r .:: .. ' z '-~ .\ , ·i< r ,_ ,, ' 1' '; r ,i··,- ( ,, .{ ,; 
i lI Seja g (--;: JB 
g h \ - u [f A (b + '~ I - f i\ b] E m 
' u 
onde 
'l = u (f/\ a - f /\ b) com u 
" 
() 
' 
~ b + 
u 
Dem. 
i 11 I Se f (x) b temos 
[f !\ (:) ·\ ' ' .·\ b] u + -) l 
u 
o c o 
I L I 
L 
Se b f (x) b + temos 
u 
C} '\ u i (f /', a - b) _ .. \ .:.I u C' 
u i:f /\ ( b + ~·:_ J - f 1\ b I '"" u [f - b I c cc::no f < b + 
u 
f - b / , logo 
u 
Er:>tamos considerando 
u{f- b) = u[(f- b)t\ \ ~ _,
L1 
b I a > + 
u 
pois caso cont-rário, 
u 
T_ (__ 
riamos u (a - b) _:_ \ e como g < u (a - b) teríamos g /\ '- - q 1-- !H , 
nada tendo a mostrilr. A.ssim 1 
u [f /1 (b + lei f /\ bl \ = u[(f- bl '"c[ 
u 
-.-u\{f/\a-b)/\ 
e portanto 
Se 
11 
g /\ \ -- 11 [f ;\ (b + !.:.) 
u 
,\ 
f(x)'·b+--
u 
temos: 
f !\ b] 
I 
u[f i\ (b + . :..)-·f /\b)] 
u 
u • - "" 
u 
IJ J\ ~- - u[(f _1\ a- f /\b)/\ \ . l U \(f/\ L1 - b) /'-, 
'I u \(f/\ ~1 -- L1) 1"\ ·-
u 
Como 
u i(r - bl/\ LJ 
u 
' e Ll 
CJ /\ A 
u 
u I \f -· b l /\ _il 
u 
se f /\ a 
u](él-h) se 
' 
' , isto 
ll 
e(a-b)< 
u 
\ . 
u [i A (b + :~l - E \ b I . 
u 
u 
{ 
li 
1_1'-.l..:' 
(2) Vamos mostJ:cn- agora que diJda 
9 ::: u [f 1\ .:.1. - b j E 18 , \, (_ I. o ,-1- .,, ) 
\9 = Àu:f /\a- f;\ bl E=: :JB e g-1./\·-\Cl'G. 
Oem. 
Se u - O Óbvio. Suporemos então u f O • 
Se f b,g·,;\.- -- u [f ;\ a - f /, (b + logo 
g '/ \ c m 
(22) Se b f a poderemos ter 
b f ü b I. f Quando < + ou + < a. 
u u 
' b r < b ·1- u 
u 
Ir ,, a - f A (b + ··I I .. r· e ) 
u 
q / l. - ·= \) ["f !\ iJ. ·- f /\ b l \,f' \ ·- .\ ··-
= u (f r, a - b) v \ - \ F~st.amos surxmdo . 
a I b + i poi..s C'élSC· 
u 
contr,~-rio, q < u (a ·- b) c 
g e as:-o:im (] '-/ \ - \ """ O C IB obviamente. 
Loqo, g V\-.\- u(f l\ a- b) '/ \-.\ -- u(.f-b) ·/ 
\ 
u - \ = O , e 
u 
assim 9V !, - ulf/\21- f /'-,.{h -1- ~'-)1 u' (:: JB • 
Quando b + \ ·· f !xJ 
L1 
terr~mos, 
.' 
u · [f /\ a - f /\ ( b + ---) I --
u 
u [f- b u(f -- b) 
e 
' 
srV 1 --' = u(t:-bl"/ ·' - "- -= uI\ t- bl v 
u(f·-bl-
g y \, - ) 
C2 3 J Se f>a 
- u lf 1\ a - f 1\ (h + 
t.eremos, 
:_lI c JB 
u 
\ "" u (a - b} V \ - .\ - u (a - b) - ! 
\1 
as~.:;im \ - u if A a - f A (b -~ \ _,li 
\1 
E ]3 " 
pr)r (2] ) ( 2 2 ) c 12] i concluímos que g 
" 
\ 
' 
' 
- ' 
-- ' 
' 
-
'• 
Ób'J j_o CJUC se \' - u I f À a f ,\ Í') I en t.ao \ g ,. <U[ f /\ a 
' 
assj_;r, : 'J c. TB 
(,) da defin]_çilo df~ inh'IJral monótona é s,J.-tisfeita pcl2 T. 
'}' -,1:.(1 t I \ 'Í ({ 1_T (g) \ EC \rl ,+-•·) 
Dem. 
Seja g "" u(f A a f /\ b), assim 
J:"', t 
' \ h I 
' 
a + 
TO. g) -- 'l' [ \ u (f /\ a - f r\ b) ] 
se a - + .-,-
r I o SE' 
; 'T (g) J.T(u(f .\a- i::-/\ b)) 
-l u 
se 
LiJ,,ji! (ii) 1' Jclt-:_J_(e{to, pc'i'd T. 
(Vh,g C 1B, h < g) ==='> T(h) T(g) 
Dem. 
u(f/\ 2- f /\bl 
Sejam com 
(f /-. r - f /\ s) 
["uI f 
·'· 
a - f ·\ !') (f ·\ r - f /, si 
i 
" b a I ... e o ~:; r + I .. 
~ 
+ 'i' (q) 
-
r·ntao g nao 0 Jimitdrt~ 
C CUlllO (j h i.~emoo~ 11 na o .U.mi la da, loqo c as:-:. i.m 
g=u(f-f;\b) e h o= i (f - f A s). 
Como {x :f(x) = t\ ,' 0 \ft E (O,+·~), podemos forméu- um~1 ~;~~ 
o,.uência {b } 
n nCJN de elementos de -IA 
ro que f {b ) --·+ + ,_~, quando n ---+ + u· • 
n 
Como u [f - f .1\ b i /, lf - f ;\ s] , assumindo '. i. 1~; tcrnc)~-; 
b 
l - f Íb-) 
u lün 
n-}+m 
Vb 
n 
que T(g) = u e T(h) - A 
lA, isto e 
e assiw, 
temos T(g) 
-
n Vb 
1 .. n 
u \ 
'l'(h). 
T (i v), ; :,_f c l'_, T(g) T (g A \) + T (g '' \ - ' ) 
i;!~- l':: ( Ü 1 -j-rn) 
Dem. 
Seja g u (f/\ a - f !\ b), e consideremos a~; duas 
si-ruações; 
( 19 Caso) Suponhamos a + ,,_, ou 
c::;rno (:i.) é satisfeita, Si J\ l. c lB e supondo 
limitada., logo g /\ .>. = k(f 1\ r - f/\ s) com r 
C!. 
,. 
C] v \ - c·v \-,\ .,.. k' [f/\r' -1 ..-...:-_;'] j 
onde r' + Assim 7(q A\) ~ T(g V\ - \) ; O , c ont;c 'i'(cJ) 
'--- T(g /\. \) + T(g V'\ - . ' •I I o 
(29 Caso} Suponhamos a "" + ""' e u -1 O, entao 'f' (g) "- u 
Como (i) e sati.sfei ta gl\ \ E lB e g '·/ .\ - .\ E ID , loqo o /\ 
~ k' [f A r' - f ' n s' I . Hi1S q ,, c: l.Lmitada poi::;; estamos cur.:-;j_dc_~ 
r ando À E I o ,+ '· ) logo r' < + -X' c portanto T (g !\ \) "'"' O. r'rxh· 
mos também escrever que g ·i \ ) f _,-\ ··I •O O mas 
-
na o c 1 imitada. poi s 9 ,• \ na. o o e, as s.i_m l \/ ), \ .. k [" ' •\ r· 
~ L [f - f /\ b I v • A 
' 
com r .. + •• . 
Come~ 
r_; _i a i b,,; C"'-' , drCõ elcmenlos de -JA 
" n - .11~ 
f (b ) c=: n + s, c é c J 
n 
n_-, c;uc f (b ) 
n 
+- '" 
r.;Jl n tal que 
o 
'J'd l n cxist•" )_:,o·i s 
o 
quando n 
Vn l 1:1] , n 
f (b ) 
n 
-)- -1-
n f(lJ) 
o n 
(_f(\ iJ) (b ) 
n 
dade k [f l\ r f 1\ s 1 u I f _fi\bl'/'-\ c tendo em cu•1t.a <;'.1'' 
rJ -f o f temos que 
k 
u 
oc_: ::>cjü, 
u 
(f (b ) 
n 
(f A b) lb I I 
n 
f I b ) - I f .\ sI I b I 
n n 
b -+- \ l- ... ~--.. 
f ( b ) 
n 
L 
.\ 
'tln n 
o 
f (b ) - b - '\ 
n 
f lb I - s 
n 
Fc.i;~endo 
T(q) 
'" ( 
n ~ + ,., , obtemo~ k 
Assi1n U::mos 
'[' ( CJ I\ 
T 
' ' ,gJ -
' ' 
'' 
lü ' ' ( l 
I 'im 
n + 
.'; (!, :--
"' 
T(q V 
(vi) 
' 
(![( 
; 
T (g v ,( 
~-! 
1, ou seja u. 
l.\ 1 
-Si' l (( 
' 
I' 
-·, 
n 
u ;-o u ! f !\ a. -- f /\ b l ,., 1l3 , por li) 
' l l ( L ~ m Vn :·!l',' 1 ·/ q 
' 
' 
;_,-- oqn C! 
n n ,, 
I k Íf .f'\ il 
n n 
n c JN . 
vei.s: 
(19 Caso) Qua11do 
Jiml tada, e ,3.ssim g v 
n 
l 1 
e lirlütada., Vn ~:.. 1N • 
n 
" n 
+ 'I' 1, '] l ---) 
n' 
() Vn c:-_ JN , C COI'.10 'I' ( c~_i ) 
] j_ DI ']' (CJ \J 
r, -i-
I 2 {.~ 
,, ,., ., '. .~~~'-' (' l _irn·i 
c: r_:..0rlanto 
("! i"' 
1 
n 
Cu.su 
t:hlil 
' ( 
i,. 
n 
I 
·~-· ( Ç1 ) o. 
')u,·rndc• o. - + e u I o 'L't'r~u~~ T ' [.]' 
' 
q ' nan e I im i ( :Jd,_l 2:;s ~-m ,) 
' ' 11 ' r·· 
" 
n 
l 
- k \f - f !\ b i 
n r: 
1N, 
) 
., 
' ' 
li 
+ 
! J() :_; :-; ! . 
t_~_ !1!( 
(' ._'r_ ·,, 
' 
\i( ', J-
,\ ·' 
que se q - u [f - f 
com r o + '" cntiio 
'I' 19 v l li - u n n 
T(g) -- lim 
n '"+ '" 
" 
b] e u [f 
u - k 
-
Logo 
ltn c lN e 
' 
'l'(gY l 
n 
-- f A b] v ' - ) o k [f ,, r - f 
u - k Vn c :N C:~ n' 
assim: 
Seja f E fü,+")]JA. tal que Ix: x 1:..: .m, f(x) -· t.l f 0 
tr't F-- (0,+·<>). Coloquemos T~ ]E r-- [() ,+ccJI- , ~";cndo 
u, c1, b c; f o,+ ,, I , u i + " ,. a 
( 
i O 
T(g) - T [u(f 1\ a- f A b)J - 1 
lu 
\.__ 
c1cfinimrlS ,,, 
' 
se 
se b ~ o 
-
n - r o , + 
) 1_, 
/. ~~ 
Assim definida, a transformação T nao verifica a prO(Jri~-
dade (vi) do definj_ção de integr<'ll :monót:ona, poréw verifica as nro --
priedudes (ii), (.:Lii), (iv) e (v). 
O' íl.i), ou .-){'ju; 'rí\9) V\ C I O -1 I 
' 
Dem.: Seja. q u !f 1\ a - f I\ b I , ;ctssin; 
· q -'- ·,_ u I f /'--, a - E /\ b) . Temos qnc; 
í" o ~;e b o 
'r (! g) -
' ' 
c qu.c 
l:-,u se L = o 
r o b > o ~ se I, 'I' (g} -
l_ ,\u se b '' o 
- 1'\}.gl I'T (g) 
•r vc:c~,i{ca (i i -L), cu SC'JL1., 
h T(9) " T(h) 
Dcm: Sejam u(f/\a,-f/\b) h-- \{f 1\ r-- [ ,-\ :,·,) 
O ent~o ~(g) = O T(h) 
Se ll ~O , 0 = u(f •\ a), c nssiiii teremos que 
u_ (f 1\ a) < .\ 1 f A. r - f "'~ sI . Como 1 x : x E :!A , f ( x) = t } I 0 
l:lt E (O,+w), podemos cscr::Jlher uma sequência 
de: JA , de modo que 
c que u 
,\ 
f(b I 
n 
l 
n 
f (b ) ··'\ r 
n 
f (b ) f\ a 
n 
f: claro que 
, desde CJ.UI? I' o. 
Logo 'rln C m , n L , tt;mos que 
min{r,a} 
f (b ) 
n 
"-- 1 , ou seja, u 
f lb I 
n 
Suponlcamo:::; que s _f- C1, r'··ntO.o temos que 
\(r-s) se f > r 
g -- u(f/\a), c, h=- f - s se s<f-·r 
o SE' f < s 
Notemos CJUe, se ,, < t < k ~ rnin 
' 
a, s • como {X 
' 
X c-::: li\ c {:<) 
" ' ' 
.. t } i 0, existe X E li\ tal <'::tu e f I X I - t 
' 
da[ f lxl <\ a t lo f'-; I 
f (' a f O pa c a [ (x) k; portanto existe x q (_>( 
----, :..t(f /\ a) (x) -1 O nara f i X) k, o uue e absurdo, pois h 
r s f e, (_J. 
T . ' . t' l' 'i { ,; { l' (~ 
T(q) 
- ·' ) 'rJ '· C ! cl, + ,,.) 
para .-Jemon.·3trar:. Consj_Jcrcmos dois casas: 
(]_Q C'~1s::1) (luando b 'O, terno~; 'I'(q) :·.o O. Por (i.) q /\ il', 
}; [f 1\ r ·-· f /\ s l . 
Vamos mostrar qw::: s O, conscc]uen tcrnen t~e 'I'(~: :\ .... ) 
Suponhamos s O, ent.ao tcremo.s u [f/\ a - f/\ b] /\ 
l b, entiío cxi.stto: x C Il\ ta.l r_:ue Clx) 
e dai: (u [f 1\ .:;1 ·-f/\ bl /\ \) (x) ... ·u \.f(x) '"\ a- f{x) /'' bl /, 
u lt Li /\ .\ =-- O. Por ou!:.ro lado, k (f J\ r) (x) = k (f (x) /\ r) 
- k(t A r). Agora, se r "'' ü, como S""Ü,<J/\.\-=0, ' < oal 
que e absurdo. Se r f: O, temos k (f/\ .L) (x) I- O e 
(u lf 1\ a- f/\ b) /\ .\) (x) """O rJue é absurdo. 
J_,ogo s > o ' e assim T (g ,A, ), ) '" o. 
Provemos agora que T (g ;/ ,\ - ), I - o para o caso >'r• ( i : )\ ' 
··'·' 
b o. Como g v \ - :• c m t.f"mos que q v "' A - k I f i\ r f /\ _.;i. 
Devemos provar quce s " Q. 
Supor s ~ o . ASE?i.m, u [f A 
" 
- f /\ b ! v \ - c=-~;(f/·Jl. 
,S(' j a u < •. l, a' como !x 
' 
' 
(-- }';' r (x) - t} I 0 'tlt . c .. . . ( CJ ' ·t >' ) I ': \ • 
i'.u:_; :--: '·l w:.: c x i. slc x C 111. 
(u [f ..-\ tl ·- .f \ bi 
k (r {x) /· 1.") k ( t /\ r.! ;i O, P'- ; ·.· 
.. ·. '1 ' 
r = 0, COffiO S = 0 
f(x! t 
'' 
( u [f /\ a - f A b I V < - \ I ( x I f k (f A r I i x I , 
que e um aDsurdo. 
Logo s > O, e assim T(g V À -A) =O 
Consequentemente, 
T(gl ~ T(g A \I + T(q V\ - \I 
(29 Caso) Supor b =O. Assim g = u(fA a), e T(q) = u. 
Sabemos que g A ~- = u(f /\a) A À E JB, logo u(f ;\ a)/\ \ 
~ k [f /', r - f /\ sI . 
Vamos mostrar que u = k e que s = O, dai T (g /\ \) = u , 
e posteriormente provaremos que T(g v· ~- - ).) ;:;; O, f.icundo assim prc 
VàdO a propriedade. 
Supor s ~ O. Consideremos o < t < . ~ ' ' í * ) ffilD{a,SJ . 
{x :x E: IA., f(x) = t1 f 0, Vt C (ü,+m), -3x C JA., tal que f{x) '-t. 
Assim: 
(u(f .·\a) i\ \) (x) -- u(f(x) \a) 1\ À u ( t /\ a) A \ = ut . .1\ .\ f- O • 
Por outro lado, k [f/\_ r- f 1\ s] (x) = k [t -~r- t ."'\ s] k ]t - ti 
"" O, o que e absurdo. Logo s ~ O . 
Como s = O temos, u (f /\. a) /\ \ = k (f /\ r) . 
Podemos formar urna sequência ; t+'~' tbn'n=l , de elementos :Il\ 
tal que f {b ) = l 
n n 
Vn E 1N I pois {x : X E lA' f (x) == t 1 t- e· 
(' l ' ! . ,. ''· 
tE {O,+oo), Logo para "n" suficientemente grande teremos: 
u [f (bn) 1\ a] J\ A = uf (b -) 
n 
Logo 
kf (b ) 
n 
:In E lN, 
o no > 
' 
e, 
(pois r t- O) 
l tal que Vn E N, 
min{a,:\,r} 
31 
n > n , 
o 
uf(bn) == kf(bn), e assim teremos que u -- k, ou seja, T(g 1\ :\) = u. 
Basta provar que T(gY À - .\) =O quando b =O. Por (i) 
temos que {g V À ~ À) E lB 1 logo g v À - À = k [f A r - f A si 
Dai sai que, u rt 1\ a - f A b] V À - À = k [f I\ r - f 1\ s], e mos-
trando que s > O teremos T{g V À - À) = O. 
Suponha s = O. Então, 
u [f 1\ a - f /\ b] V À - À = k [f A r I , e como b = O , 
u(f/\a)V À- À- k(f/\ r). 
Seja O < t < min{a,r, frL Essas desigualdades tem sentido 
pois "a" e "r" são não nulos, devido ao fato de ter-se g ~O, e se 
").." ou "u" fossem nulos a propriedade já estaria provada. Como 
tal que f(x) = t, logo: 
(u [f/, a] v ), - A) (x) = u(t A a) V ), - À = ut V \ - À - À - À = O. 
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Por outro lado k(f A r) (x) == k(t 1\ r) = kt 'f O, que é um absurdo , 
pois, u[fA a f 1\ b] V À - À ~ k (f 1\ r - f 1\ s] . 
Logo s > O, e assim: 
T(g) ~ T(g/\ À)+ T(g V À- À) 
T ue~16iea (v), ou ~eja, T(g) = lirn T(g A n) 
n-++oo 
Dem: Seja g = u [f A a - f 1\ b] E JB. Consideremos dois ca-
sos, quando b > O e quando b = O. 
Se b > O temos 'I1 (g) = O. Como, g 1\ n = u[f A a- f A b]A nE'E, 
\In E lli , temos que u (f/\ a - f 1\ b] /\ n ~ k (f 1\ a - f A b ] • 
n n n 
Mostraremos que b > O, '!In E IN , consequentemente 
n 
T(g4 n) =O e assim T(g) = lim 
n-++oo 
T(g/\n). 
Suponha que 3n E lN tal que b
11 
= O, dai. , 
u [f 1\ a - f 1\ b] /\ n = k [f /\a ] . Seja O < t < b, então 
n n 
t.al que f (x) = t , e assim (u [f/\ a f/\ b] A n) (x) 1-
r' k [f A a ] (x) pois (u [f 1\ a - f 1\ b] 1\ n) (x) ~ O e 
n n 
k (f-" a ) = k (t 1\ a 0 ) ;i O(*), o que é um absurdo. n n n 
Logo b > o 
n 
Se b=01g 
Vn E lN • 
u(f /\a), logo T(g) ~ u. 
3x Ell\ 
Temos que g 1\ n -· u(f!': a) 
n > u . a então Vn E JN, 
o 
-· 
u (f ,A, d) = g. 
Logo T(g} - lim 
T(g) ;f lü0 'l' (g \,/ 
n • -i "' 
n '+co 
1 - } ) 
n n 
!\ n, Vn E JN logo se n E JN 
' o 
c 
n > n o' 
g /\, n = u (f/\ al /\ n 
'l'(g 1\ n) 
g c ]3 I t {{ i_' 
nem: sc~ja q :c- u(r/\ a- f bl com b = O e u f O. A~si~ 
T(q) --;;cu. Hostramos anteri_ut·mente que se b =O T(ÇTv i-;)=-- 11 
'I' (gv 
Logo 
1 
n 
l) - o, 
n 
\:fn E JN • 
T(g) ~ lim 
n -~ + "" 
1) 
n 
DEF. 2 - Seja IA.! 0 um conjunto e P ( JA) a classe· 
subconjuntos de JA. Di.zemos que uma função a P ( JA} -.------+lO,+~·] C' Ulilcl 
função de conjuntos, monótona, se os Ítens abaixo são verific<J.dos: 
(i) 1(0) =o 
I .. \ ll' Vx,y r=: P(li\) X C y :-::::::::;:. ,_,._ (x} < :j, (y) 
TEOR. J.2 - SeJa IA um conjunto qualquer"-' -:t: T'(A·: 
Ullla funçóo dt~ conjuntos, monótona. se~ '1' : 
lru.nsformução definida por: 
1 
+w 
1' (f I lim ' c:d f i ) H c I 0,+"'1 
])\ 
- > -
2n 2n ' n ~+" i-=l 
entao temos que T e uma integral monótona, e 
c P ( I l- d' s - . - b I. 11' VB -::::: IA . A em lsso, se c uma lntegral mono tona so re i),+" 
VB E P(JA) então T -· S. 
No teorema anterior denota a funç~o caracteristica 
B. 
Dem. do Teor:- Mostraremos em primeiro lugo.r que T (,:-H) 
-+-= 
~ :r (TI), 
r- ' , 
_L' 'r B 
'f"B(xo) 
1 B (xo) 
x C (x 
o 
VB 
i 
2n 
c o, 
.. l' 
mostra que 
" 
p ( ll\) 'remos, T (' B I~ lim l ' . 
+m 2n i=l n , 
iJ. f X (x) i i 1' 2 , 3 - YB . .. . ' . 2n 
assim X 
o 
r {.; B i > 
2n ' 
v. 1. 1 I 2 I 3 I . 
logo c j • X 
:Y B o 
l. } en tdo 
i 
2n 
para 
'J:< (x ) 
. o 
L c 
x E B. Com is'iO concluímos que: 
o 
]_ 1 2 1 • 
logo 
[i {~o i 1 ,, (' que 
, B 2n 
. Quando X 
o 
y' f-', 
. Quo.ndo X L'. 
' 
(2n l ) - 8 ~-;c . . 
' ' 
.:: l , e 
x E B 
o = 
c. C' )) : i=l.,2,3, ... , 
Além disso, fx 
max{<;J
8
(x)} l. 
xCJA 
X E JA, <PB(x) i > -} = 0, para 
2n 
Assim temos que, 
l +'"' _i_, T {c-) lim :y { "-" B •. 
. B 
+ '" 
2n i==l 2n n 
' 
po i'; 
12 11 - l i + ,, l 1 ' i ' lim li~1 (>' i r i \t{f·B ' I -- __ , ''+'B + --r -· n ~+ ~ 2n 2n , 2n 2n F ' 
bn- 1 +m I 
' . 
l z u(B} ,- cc101 
I 
,_lm + c 
n -\ + '" 2n . i=l , _)n }_=.L 
-P -1 L . 2n 1 - 1 
- lim l: (_t ( B) = a(B) lirn = ~y, (R) . 
n ~+ m 2n i=l n •+ 
"' 
2n 
Passaremos agora a demonstrar que T e uma integral monóto 
na sobre JA [ O,+w] , ou seja: 
lB A 
-- I o,+ '" I . 
- '!' 
f,g (-_, o, 1- ,_,_,I lA 
' 
com f g. Assim, 
{X \] (x) _1__1 
" 
(x f(x) 1 logo 
2n 2n ' 
+'"' i +•'' dx g (X) - i '.\i X f (x) 
i=-1 2'' i=l 
+"-
2 .. 1 1 
+w 
1 \\ {g )~ f ==;> 
' 
v\ 
2n i=.l 2n 2n i=l 
1 +m 
_1__1 o{g lim =' lim \' \ 
n ++ w 2!1 i==l 2n n 
-· 
+ 
" 
i 
-~ 
2n 
i 
' \ -
2n 
l 
+«> 
~d f L -
2n i=l 2n 
= T(g) > T(f). 
1' (f i - lim T(f /\ \), pois 
_},-· +'-"' 
+ex, 
TI f \) I c ct(f / lim c 
"· 
n ~+ '·" 
2n i.=l 
i i (onde: i c o rcai o r inteiro 
o o 
i I f .\ -- 0, assim T(f /\ \I 
2n 
('I< ) ' l o i 
-- Um >: cdf /• 
n • + " 
2n i=l 2n 
Temos então que, 
i 
l o T (f ,. ), ) - lim >= (). {f 
n ) + w 2n i o:,]_ 
--i o e o maior inteiro que nao supera 
da "n" 
i 
o 
fixado a soma 
i 
·-l 
2n 
que 
n 
(_i {r crc.scc, CfUando 
i=l 
' 
e r 
nao ê.;uocra 
i 
l o 1i.m L 
. + '"' 2n i=:l 
i 
2'' 
; , onde 
. 
" •• 
) 2n) 
' 
t ( '1'1C c > 
i 
a(f 
·" 
\ -c 
2!1 
n \ · 2 . Observemos qu~ par~ ~:l 
cresce, 
l i 
o i o 
assim lirn cdf I I" (_;( { f i sup 
' 
I --
), ~ + ~ ic=l 2n À c= R .i"-= 1 ,n 
'" 
(J {f > .Logo, 
i=l 
l 
l o i lim T(f A I lim r •c } r D:í.L I = 
\ ++CD n -+ + co 2n i"'-'l 2n 
À __ ,_ + (>) 
i 
l o i lim sup c ~d f - } = 
n ++ ~ 2n À E JR i=l 2n 
l +'" i litn f I T (f) - ,_( c - . 
n -I + '' 
2n i=l 2n 
'I' ,;,at.{5,)(t:: a p-'tup-·drda.dc (vi), ou hcja, 
T (f I 1 im '1' (f v l 
n _,+o--_. n 
Para mostrarmos que T satisfaz a propriedade {vi), c Gtil 
prov<Jrmos que, 
lim 
n->+oo 
r. -)- O + 
A~:; sim teremos, 
>: r1ff '· + 
i=l 
(j( f > ~-- + }<o{f> 
lill1 cdf i 
n-+ + '"' 
, Vn E JN 
' 
c o ' loqo, 
l +" i l +'" ,, 
:>; 1r f + ' r ,,{f i 1 Vn E 
' 
c -: lN 
' 
o 
' 2n 2n - 2n 2n i_::::; l i=l 
conclulmos que: 
+~ 
i 
-1-<>'J 
l 
a{f nff i lim 
= 
' [ + --} lim l ~~ > ·---
n ' + 00 2n i=l 2n n ~ + 00 2n i=l 2n 
c 
_, o + c _, o + 
Por outro lado temos 1 o( f i que, para E < 
' 
F + 
2n 2n 
>df i+ 1 ' E lN logo, > -- J ' n 
' 2n 
+"" +oo l l; (:1, (f + _i_) l X a{f i+l 1 onde tiramos > E > 
' ' 2n 
.i=l 2n 2n i=l 2n 
l += 
_i_} l 
+,,. 
lirn )) u(f 
- + lim ·:1 [f c 
n ++ 00 2n i=l 2n n -+ + ,,, 2n ].= 2 
:~ + o + 
Bast.a mostrarmos rtgora que, 
l 
+ ,_. +"' 
lim i) c __ 2:_ l lirn l ' {f -- - ,, 
n ' + --
ln i-'! 2n n 
' + ' 
2n j_ = J ,
Em pr imciro 1 ugar provaremos 1 por indução sobre '' s" que, 
__ !_ 0: (f 
2n+k 
Vk, n C m . 
l 
--) + 
n 2 
1 s·2 
-' 2n+k i:::c2 
k 
_l_· -) 
s l 
:x{f > > 
-'· 2 n+k i:::::l 2n 
i 
-~n 
L 
i 
2n 
n(f 
O'l.d l · 
qur_', 
l 
Para s = l, temos: 
2k I* I 
l 
u{f l \ l ' .:). {f i \ + \ -~) ' 
2n+k 2n 2n+k i-"='2 n+k 2 
l. 
cd f l ':- + l k r f _LI 
2n+k 
' 
(2 -li· i). 
2n 2 n+k 2[\ 
2k 
cdf _l_) l G{f 1 I . "~ > = > 
2n+k 2[\ 2n 2n 
Admitiremos por hipót.ese de indução que a propriedacl~_: scj··' 
válida até o valor "s", e tentaremos provar que valerá par:> s + 1 
s c JN • 
+ 
(•) 
l 
--
2n+k 
' ' ~---i_ 
(s+l.) ·2k 
!: ,lf:E' 
i'""S•2k+l 
,, \ I 
' 
(s+l) •2 
i=2 
k 
s•2 
k 
a {f > 
o: 1 f > 
_1:.__, I\. I s 
2n+k' i=l 
} + 
l i 
cdf ) + 
__ n 2n L 
1 ls+1) 
o2k I* I ~_L_) s l + 
' 
{f 
' " 
ai f i 1 
2n+k 
ü > > ·-~· + 
i=s·2k+l 2
n+k i~l 2n "n 
'· 
(s+ll k l o 2 s+l 1 
s l i + 
' 
'-_\: j f > ~ X cdf > 1 + 
2n+k ' i=s·2k+l 
2n i=l 2n 2n 
1 2k _?+l} s-
1
-l 
1 i 
+ o o u.'f -- " u. f f > 
2n+k 2n _i:·~l 2n 2n 
Tls,n,J<: c-:=]\), ::df 
2k 
l 
s o 
i s 1 i 
+ d(f . ~-) 
' 
;>.{f • \ 
' 2 n+k i=l 2n+k i=l 2n 2n 
e fazendo s ----+ + ,,., , teremos; 
l + '"' ~] 
_l_, 
+~ 
i .. o;{f i '\ o:{f l !: a{ f > 
2n+k' 
> 
' 
+ > --
2 n+k i.=2 2n+k 2n 2n i=l .. ,n 
' 
agora fazendo k -~ + '" teremos; 
' 
+ >• 
'i_ l +·' i llm J nlf !"f Vn ' 'h; 
2 n+k ' 
- I 
' 
od 
k o + "' 2
n+k i=·2 2n i""l .,n .o 
+·'" 
_L; + -~-l f(: l {f i ou :-;ej d, lim • f .:j 2n} "n ' rr" ,. 2m 2m .,n ' ' m ~ + i_::::2 
' 
i= 1 
,(,,• .,. 
assim, 
lim 
m·)+CY) 
lim 
m _, +'" 
lim 
n • + 
"' 
) 
i=2 
+~ 
:: a {f 
i=2 
1 
+m 
~ 
2n i=2 
lim 
n-~+"' 
i 
> - e assim, 
2m 
1 
w:{f i é lim 
' 
~ 
2n 2n 
Podemos concluir então que, 
1 
-t<>• 
lim 
' 
cdf 
n > + 00 2n i=l 
( _, o + 
Assim, 
lim 
k->-+w 
lim 
k ~ + 
n 
-
+ 
lim 
k ~ + 
n 
--
+ 
T(f 
1 
1 
' k 
+-
~~ C\ \ 
00 2n i=l 
00 
+·'' 1 
>: ,y_ f f 
"' 
211 i=l 
w 
i 
+ lim > ( 
-· 
-2n· n _, + 
'" 
1 lim ( lim 
k 2n 
-
+ 
---
11 • + " 
1 1 i f v + -k k 2n 
l i ) + - ~ k 211 
cd f > 
i=l 
+''-' i 
' cd f ) ,, . 
i=l 2n 
l +"-' ~ o:{f > i -
2n -l 2n 
.1.- -·-
+Q> 
1 l i ,- o(f - k -i 00-l k 2n 
1 
-f-e<' 
lim )) :x{ f 
' 
-~-} 
'" T I f l 
n + + w 2n i=l 2n 
T(f) = T(f ~A) + T(f v A - \) ), E to,+s') 
De fato, dado def.i.no, i (n) = máximo in te.\ 
r o -que nao supera .\ • 2n, e então, i(n) ) -
+ 
---+ O , quando n ~--+ + oc 
l 
+w 
i 
1' (f !\ \) + T(f ,. ), - À) = lim a{f !\ \ > - T 
n --~ + w 
_ln i=l 2n L 
+ l im u{.f: v \ - \ > i } . Devemos notar que, 
2n n ~ + = i=l 
l +" i lim ·df \ ) l / / = 
n ·~ • '" 
2n i=l 2n 
1 
+w i lim ;: cdf \ ' 
" 
/ + = 
n / + (Y) 2n i=l 2n 
+ ,,, 
lim 1 ~~ u{f i ' 1 > + ,\, = 
n ++ 
'" 
2n i=l 2n 
= lim l: 
i=i(n)-r-1 
Assim ternos, 
T (f 1\ \} + 'l' (f v ;, ·- )._) == 1 im 
n , + m 
+ 
l lim 
2n n -• + w 
+= 
)_~ 
i=i(n)+l 
que para i>i(n),{f/\ 
cdf > 
2n 
i 
l {f I\ \ > (f > para 
T(f A A) + T(f v A - A) = 
+ 
+ 
1 i_m 
n > + 
l im 
n ,+ 
l im 
n > c 
,, 
i :r-' 
+ "' l 
-:df 
2n i=-i (n) +l 
i=l 
+ _,-, l 
t {f 
.2n i=i(n)+l 
, ... 
i (r> I 
i 
> 
on •. 
+ 
i. 
2n 
+cc• 
Devemos 
c que 
i < i (n) - 1. LogC\, 
i(n)-1 
i=l 
(A 1Jnj_) : + - -
2n 
( \ _ijr1)_) I -r -
2n 
-- -.-, ~ { ' - - " -) :· (") Ir r 
; " l I ,, . '' 
+ 
l + 
' ' -'
Podemos supor po~s caso contrârio !vi) e irncdi3t~. 
e assim, 
lim 1 :::d f > lim i (n) + ,\ _ 
2n 
i (n} 1 
--, 
2n n -• + 010 
c entao, T(f I I + T (f 
+ 
l 
lim l 
2n n-++m 
j (n)-1 
)" 
i:::l 
fl(f ' i. 
2n 
+ I I - i In i I I + 
2n 
{).{f i(n) > + o -
+ (<) 
+ J.im li 
i=i(n)+l 
a{f 
n-++"'' 
l 
+w 
i i In I I 
= lim L o. f f > - + I I -
n "c+ ,,, 2n i-=1 2n 2n 
l -1-"' 
_l_l lim I)'. { f " 'l'(f) . 
n + + > 211 i=l 2n 
'r(H) = I· T(f), I E [0,+>•1. 
Se provarmos que, 
I = 
l 
cdf =:· o ' 
m 
'1'(f) .::: Lim 1 
À __ , -t- "' 
T lctl = Um 
+ "" 
+'" 
L 
i="l 
+ " c 
' c>._ ,, 
.i =l 
' '-- J_rn 
o:[f 
'-' {c f 
+' 
j_ o: l 
c -- O, o resu]todc c 6bvio. 
'1' (q) 
i 
j (O I+'") ; c 
' 
(;. ~ f .i -· c'l'(f) . 
u. {B.) 
i l onde i o 
p 
·-'i+]_' 
Seja 
i 
;_ 
.i 
j=l J 
yl j 
a (n) 
J=l 
a (n) o ma'ior numero notural tal q1.1c, 
l 
a In) i 2 i 
----- " 
,,n 2n i 
Como posteriormente, fdremo~; 
,_ 
al (n) l 
e-tl \n) 
J - 1 
-j.:::]. o 
J 
dB,) 
' 
com i. '-'- .ll'i ' 2 
a ( '"" 1 .-. I H l 1 ' "' -· 1 
n 
a~ (n) 
L 
;: 
j=a 1 (n)+l 'í-=a (n)+l .J l ' 
~ [a.,(n) ~a 1 (n)],_,_(B_'! ~ - ~ 
a (n) 
m 
J--'~a 1 \nl+l m-
0: { 9 > 
Assim teremos que, 
a (n) 
m 
~: :_i. ( g 
j~l 
a In) 
rn 
l"--'a (n) -J l 
-· -In-1 
C't ( B ) -· 
m 
+ ... +!a (r)- a 1 (n)]01.(R)-;;;; a 1 (n)·_:.:(R 1 1 + m m-_ m 
m rn-1 
+ a. (n),-dB.) +· 
'L 1 
a. (n)~-.(13"+ 1 ) 
l _L - ·'· 
lll 
u (n)<dB I -
l l 
,]_l (n) ·::t (Bl) ·!-
m 
+ i: 
i=2 
I a 1 " I ' \-• 
' 
- '\ ··- 1 ( n 1 ] :t {I\) . ;'>·las , 
,.-: q 
+ "-
pois r1ara 
j' 1 
_2_ '· .. ' ' U. 1\.SSJ.nl , 
211 
+c'ú 
1 T Ci\9 ~'-
211 i=--l 2n 
l 
'[' (g) ,, lim 
n 
' 
+ •.X• 2" 
3 l (n) 
.. lim -----·-··-- ,·y 
n + + 211 
m 
' 
I r \ 
' 
\ )li I j_oo:2 
·- ,.,1 ,-y_(Bl) + 
m 
a (n l 
1 m 
- cdg > J_ 
.. ,n j~l 2n ,, 
m 
i=2 
+c'.' 
·~t { g J_ 1 ' 
i--"'-1 2" 
m a i 
(n) 
(lll I + l:Lm I ···--.. -2n n ' + '" _i_-=o2 
j j_-1 
I .I i j ·-1 + 
. ,, I 13. I 
1 1 
j-L 
m 
I .I ,, (8. I 
J l 
\ cdB. ) . L :L 
-
Lü']0 1 T(g) i,. cdB. ) . 
_·L l 
n 
_i_-l (n) 
-·--·-----
2n 
u { n) 
m 
I 
··' 
( [1 
'·' --· 
I ' 
.. 
Mostrar8mos agora que pa.ra m f-: :1,2,3, ... l 
vale que, 
l f /\ m-f!\1 À ;\_ l=l 
(i) Onde f 
o ·- f 1', 
(i i) Onde f 
m l 
\ ), 
2 (i i i I Onde \ 
f rn ~ -\ 
1 Ill 
L,~ 
i .. l { 
As:-' in f m 
' 
-
' 
] 
;- , t~emos, 
rn_f,.\1 
.\ 
m 
1 -ternos 
f m f /' 
" 
-
. 
' 
'+l f l._ 
,\ 
f h l f .. )._ 
l 
f i 
2'' 
] 
r -
i) 
l 
), 
l 
l 
i 
i 
{f 
1 m 
-
r 
" i=l 
m l 
-) \ 
i - l, 2 f 
J 
" • ·= _[_ i f 
Jl! 
l 
' 
f -
'
i 
-} 
,\ 
" { 
m 
T 
f 
f 
\{-' 
i_=l { f 
. . . ,m-1, 
1 
o 
' .i • 
2n 
c 
i L 
2n 
Como '1' e monóton.J. temos que 
f . 
f !} > 
' 
temos 
J 
] -
L'"' j 
e 
1 
\ 
L 
T (f / m 
B. 
l. 
(f > i ), 
m 
T (gl = 
'i' (f/"\ m 
f 
} e 
:;. {f 
l 
·cl 
•• 
j 
> \ 
T 
q --
m 
i =L 
rl 
n1 
I f I \(,' '!' (' cons _i d-:~ra1; 
\ i=l r f i • -·"i \ 
m l 
' 
~ temos que 
1=1 \ íf > .i] ). 
. Assim , 
T ('f) r fazendo Ç•rimcl~o 
, depois \ ____ ._ + "' , c usando (vi :i) tcrc~rnos, 
'L' (f I 
T (f) 
_;_}.m 
m , + 
'+ 
lim 
1 
\ -:--+<» 
m 
}~ r·c{.f '1' (f) . 
i=l 
L 
+''' 
• 
.'· i"' 1 
cdf l_) 
,\ ' 
:i o 
A unicidade da 'l' citada no tco:remo., sü.ra provada \Y:)~;Lct-!-
rio 0o Teor. 1.2. 
A integral monõtona associadu a função ele conjuntos, monotc 
na, r I lA I • r o + ·I 
' L 
OlL u.ir1da, 'l' (f) r 
- j IA fdu lA 
Estu iate(Jral possue muitas rropricdadcs intcressan 1-J'~~, 1\~· 
veremos a Se':Juir: 
Prop: l. 3- Seja o:: P(1A) ··~-+ 0,+'-"'l monótona , onta.o, 
f lA fdcx C IR. 
Dem. Bo.sta not.acmos que f > 
toe idade da integra 1. ternos, 
c um 
f 
B_. 
" ' ]_-= J 
f da r 
J}\ 
o f 
'x:f(x) I dr.t --· J' ' - ' 1X: t (X.J 
Prop; 1. 4 - Seja '" 
_) ll i+l ) ,, C IT' --·'+ 
fdu 
, entóo 
-1- " 
): 1. i(l (I3i) 
i=l 
Dem: Di vi di r<:::-mos a demonstra•;ito (~m duas partt:s: 
I ] ~ ' i" .. par~...c Se existe um numero finil-.o de 
-1-.-:<..• 
I o 
\ '{--' 
J. B. com 
"' E JCl mostramos 
.L J i :i_=l 
cl · 
ll. 
que ptiid 
f 
m 
r fda. 
)_li\ 
m 
\ --(H I 
,. j i~\, ' j i 
+-~' 
\. u: (B. J 
i=l .1 l 
Q (~- parte) Se existe infinitos * \ ~O, teremos ~m; ~ , 
' i' s 
----
--
' 
), • <I D 
1 . i 
m 
lA i=l 
lim 
m -~ + :n 
m 
\ • ~? 
l 
I 
JJA 
-[J. 
l 
=~-
m 
,\ i " i l 
lim 
m ~ + w 
* \im E I'>J , 
(D.) ~' 
.l 
m 
,. \iu{Bi) 
j_;;;;}. 
fdct 
1
------------------------------- ... 
- r + .. 
I fdr1 > \" 
Consi.d0rl:'mos 
s - lim 
m '+ ,,, 
s 1\ k 
m 
s 
rc 
----· -- --· 
L=1 
,\. '~'n 
}_ - . 
l 
I Ti 
1 \Ti \-= .JN I 
. Temos q uc , 
(convergênci_a uni_forme), assim por(viLll tcrYJS, 
r 
m 
fdr)! lim in f S dr" - lim in f ): 
J ])\ J]l. 
m .. 
i;=;}_ m m 
r ···- ·----···--· ·---·-·- ·-. 
Logo , 
r r I fdct < 
,/ JA .-L:<l 
) 
li e ( 1;. e (I I) , obtemos, 
~- Ll-::t 
jffi 
\ • <f; 1 · B. 
l 
Prop. 1.5 - Seja ·:( 
r l I fdn lim I 
,\ \ JA 
--· + "' 
Dem: J'á provamos que 
~~e most~armos que !TI l f/\ -f/\ 
' 
1 
•'t {f i 
·+-'·' :i-"'1 
(Il) 
+~ 
' 
u \f 
.. 
i=l 
r ícb 
J])\ 
l l1l ,. 
" .\ " i==l 
+'""' 
\ 
1.r\B.) 
,. \. 
i"''l l '(R . ) l l 
c.q.d. 
monótona, cntclo, 
i 1 
~f; 
l + '" i lim :t {f 
.\ -· + (:(_, i c.:. 1 
f, mE l0,1,2, ... ' 
I f 
)_c_: 
1\ 
(i) Para m f ' -j 
m l 
f/\ -f~'\\ ), 
(ii) Para 
f'\ m 
,) 
(iii) Para 
f .,-: l 
\ 
- f /\ l = ) 
l m 
f < ' ,. 
m l 
) ) 
l o < 
' ,,, 
Seja tal que 
m 
I f " \, - f A f (x) -
1 
), 
m-l 
m 
' i=l 
l 
- < ) 
l 11\ m )' 
= ~ 
' ) ,\ i;-:;1 (f 
~ = 
{f ~) > 
' 
2 
f(x) :é\, 
o < f 
então 
temos também que l ), 
l 1 
' 
c como ;, \ -- f (x) 
2 
' 
-
' 
teremos o f(xl- 1 , \ 
o < (f A 
(f 
l 
) 
li 1 
m 
m f lx I I: (X) - ,-, f ), i \ i=l {f i, \ ' 
Suponha agora, x c: 11'- , ta.L que, 
f (x) 
m l c, - f A, -- I ) \ 
m 
T 
' lj i=l {f > \ 
( x) 
I X I 
J , com 2 , J 
,\ 
' f (x) " -
,\ 
j-1 
-
) 
m. 
c 
' 
f (x) • 
'_'i _) 
< f 
m 
i=l 
] 
X 
·.;; ' 
{f> ~~} 
( _x) 
ou ai ncld, 
Como 
. 1 l:j"- é_ f(xl ~ 
f{x), e assim temos, 
~I 1 (f A m f ~ lxl ) 
' 
À 
temos que, 
m 
,. 
c 
{f i i-=1 > TJ 
j-2 
), 
I X I < 
f (x I 
c (x I 
l j-l_ 
' 
Visto que, "j" c genérico, 2 J < m, j E JN , d emon s tr :u~-,o ~ 
que, 
m 
f/\ -f''-) 
l l 
< \ ), 
m 
~ " i=l {f i -I 
.\ 
< f. 
Provada a expressão acima, e com os comentários feitos ini-
cialmente, obtemos que, 
f da l 
+w 
lim .. I < À+ +w i=l 
o: {f 
Prop. 1.6 - Se a sucessao 
i l > -), 
( } C lo ,]A 9 n- nEJN ,+-" J converge 
uniformemente para a função g [ O,+'x'J JA e g
11 
< g, Vn C JN, cntd~~: 
lim r 
J])\ J ]]\ n-~ + ,,. 
Dem: gn g = r gn du. 
J 
r j gda , Vn E JN 
F. F. 
r r logo lim sup ! gn da < gda 
n J J ]\ lA 
Por outro lado, a propriedade 
{viii) diz que f gda < lim inf n 
r 
' 
g d:J . 
n 
]\ 
Assim, r lim 
' n _, + '" 
Prop. 1.7- Suponhu que 
J 
lA 
f q de< -n 
]\ 
-
'-' sucessao 
. 
' ' t q ) -
·n-nt:JN 
C [ 0 ,+") JA 
VC'.rge uniformemente para urna função g E lA Ü ,+'") 1 Se lO'Xi StQ 
f C [ 0,+ oo)JA e /, C (O ,+co) tal que g < f' 
n 
lA 
(f A \)da < + oo 1 ent~o, 
f gào 
F. 
lim 
n-++oo j 
lA 
g dCt • 
n 
Dem: Da prop. (vi i i) temos, 
) 
lA 
l im in f 
n 
r 
' 
lA 
-
Vn E lli , 
Paru. provarrnos a prop. cnunriada c suficiente 
c 
que f gdo: lim sup gn d0 n ! !'\ lA 
5 < lim sup r gn da Como . j n lA 
escolheremos n (;c) E lN, tal que 
. Seja E 
~ 6 '] 
---· 
g, c 
n 
- f < g 
(O ,+-.o) 
·< lim 
n 
e {:' 
r sup gn J 
lA 
g (. ) de, 
n c 
assim g < g + E 
nb) e teremos que, 
ign(c)v E< (g-f-f_:) v == g + 
'--···--" ~--------·------· ··-----------·---' 
r-' \ .l) 
JR ,com 
dt 
Tendo em conta que, fi d f l )JA ']n{r) Ct, gn < , c~ evan-
do E'f'\ considera~;ão a irnplicaçiio (I), obtE~rnos 
' 
,, 
lim 
JA 
é -+ o+ 
tal que r j 
lA 
g I l do 
. n ' -
])\ lA 
(f /' I ) d~). -f- gd::,: . Observemos também qutc! 
11\ 
.1 {f /\ c) de( "" o , pois por hipótese existe 
' lA 
(f/' ) )dcx < -1-m • Assim teremos, 
r, < ( lim 
c ·• O+ 
J (f" F·)d i.) + f 9do: , ou seja 
lA .1/\ 
- I ) (i. 1 
e .isso 
l) .::;. f gdo:. Com e exposto cone 1 ui mo::; que, 
lA 
r v,_, E lR , tem-se, ( ,, lim sup g du) ==:::' ,, 
' J n n ]\ 
implica r gdu: lim r do.. que 
J 
> sup 
J qn 
]l, n ]\ 
' u) I gch:j) j]\ 
r 
.. J gda < l~m inf J 
lA 
g
11
do; < lim sup J g
11
da <. 
n lA i 
gdct 
e assim, 
]'. 
I 
]\ 
gdrJ. = lim 
n-++= 
Prop. 1.8- Se 
I 
]\ 
g da . 
n 
lA 
gdct < + = entao 
todo > O, existe O tal que, cdB) < O implica 
gela ~ 1 BCJA,gEIL 
B 
Dem: 'I'emos que 1 
r 
J 
gdu = J (g ,\ n) dLt -t- f {g v n- n) da: , Vn, n E lli , 
lA 
l0g0 1 r gda 
J 
lA 
lA lA 
lim r (g ~' n)da + lim 
n -• + oo J n-,..+oo }\ 
r ( 9 v n - n) da f 
! 
]\ 
e como lim 
n·~+oo 
r 
J (g A n)do. "" I gdo. <'" + ''" I temos que 
lA 
J 
li\ li\ 
lim 
n-~+oo 
J {g v n- n)det "" O. Assim dado c > O, 3n
0 
(t: 
lA 
c (g v n - n ) da < -2 , e consequentemente , o o 
r 
J 
B 
gdct 
- f 
B 
(g 1\ n ) d(, + 
o 
r (g 
R 
-v n -n )dn 
o o 
< n 
o 
· a (B) + 2 
tal. 
Então dado O , existe 5 > O , ô "" tal que, qualquer 
BC L-\, c.t (B) < O implica r gdu 
J 
B 
Prop. 1.9 -Se a > b > o, a,b E 1R I f E r 0,+ 0"] JA r enti:lo: 
(a) lirn r [f A la - o) -f A b]do: = r (f A a 
J I ,s -+ O+ lA 
r (b) lim [f /\ a - f ~. 
,\ _,_ O+ J 
lA 
Dcm: De (viii) temos, 
(f~ a- f A b)d. ~ lim inf 
' ,\ E ffi 
+ 
) 
lA 
r 
I f ·" (b + ,1) I da = I a j 
lA 
[f I\ (a - t) - f t, 
JA 
- f _, b) de, 
- f . • b) d' 
bl d' 
r 
J 
lA 
(f :\ a - f'\ b)da < lim inf ( j 
* o " lR + 
[f -"' a - f /\ (b +é)] du , pois 
lA 
{fi\ (a-0) -f l\ b} 6 e {f\ a-f~\ (b+(S)}ó, convergem uni-
forrnemente para f/\ a - f /\ b, quando Por outro lado, 
f /\ (a - ó) - f ;\ b < f /'-_a - f /\ b e f ,-\ a - f /\ (L + ó) 
,~f-·\a-fAb logo, 
lim su; f [f /\ (a- i;) -f "" b] d<:.t <" J (f ' a- f ""· b) de; , ,_.. 
r) E JR ]]\. lA 
+ 
Assim, 
lim su; J [f /· .. a - f '· (b + .~)]do. 
C,C:JR-1- JA 
f 
lA 
(f/' a- f /' b)clct < lim inf r 
* j l~E]R JA 
. + 
[f 
lim su; J I f ,,., a - f /-. (b + 1':) I da 
ou seja, 
!EJR lA 
+ 
lim 
ó "' o+ 
r 
J 
[f /\ a - f /\ (b +~_\)I da 
lA 
Analogamente obtemos que, 
J (f ··'· a - f , · b) d c • 
lA 
(b + •.\) I ch 
lA 
J (f A a - f A b}dJ 
lA 
lim 
r} _,_o+ f [H 
lA 
(a-:'\) - f,.., b)dc.J. ·· {f ~, a - f '' b)da . 
lA 
Prop. 1.10- Para toda lA f E [O,+m) , CL P(JL\) ·-~[O,+·] 
monótona temos, 
I a I 
lb I 
lim 
c --)-o+ f 
li\ 
f A ( l + C) - f A T da 
f 
lim cx{f > T + s} 
r- +o+ 
T E {0 ,+,v) 
lim 
r -+ o+ 
r f A T - f A (T - f_-) 
J 
:li\ 
= lim c.t{f 
, o+ 
1 - ; } = lim u [f 
,_ 'o+ 
l im u {f > ; 
L --)-o+ 
- l _t 
+ j 
(:-_ (o,+ ) . 
Dt>m: Em primeiro lugar mostro.remos que 
(a-b);{f>b} f a -· f b" (a -b)~~if al 
' ' \)l 
(a - b);p ~f -... a} , onde a > b, a,b E l 0,+-·"'J . Essas cl.esi'-;ualc!a. ~ 
des são Óbvias, a menos de , 
f ,, a - f A b > (a -- b) 0 {f 
a) 
remos a demonstrar. 
(;! 
I l! Se f I x) < b então la-bl'rf b) (x) - o ' 
' 
(a - b)~{f a} (x) ~ o pois a b, (f A a - f ;\ b) (x) -
~ f (x) ~. a f (x) A b ~ o 
' 
(a - b)IC {f ) (x) - o > a 
( 2) Se b ~ f (x} < a tomos, 
(a - b)'-1 
' {f b]{x)=a-b 
(f'\ a- f A b) (x) -· f(x)- b <a- b, 
(a - b)<P {f > a} (x) -- O logo 
(a- bl'rf > b} <xi (f A a - f/'- b) (x) > (a.-b).;{f > 1 (X) Q, 
para "x E JA" tq. b < f { x) < a • 
I 31 Se f (x) a, temos 
(a - b)~ (f , b) (x) ~ a - b , 
(f/\ a- f""' b) (x) --a- b, e (a- b)cp {f 1 (x) -- (a - b \. a, 
Assim, vx c JA tem-se que, 
(a-blf{f a.! Loqo, 
f ,, Ir + '- I - f ;\ 1 1 > -Ir + 
' 
' I c I f E l f > 
-
+ ,_-
' 
1 Ir + 
'I' I f então, > f c) c f. > [ + 
r f A Ir + 
' I - f A 1 f r de< > ~ - c} elo. > 'lf I j f > T + J > T + F lA ]\_ A 
ou seja, 
' 
f 1'\ (T + c) -f.i'\T. 
··- da > o:{f r+t:}>u{f+~} 
J 
]\_ 
Vc " O , E JR . Fa~cndo ~ o+ , obteremos, 
' -------~---- -----~- --- - ----- ·-------- -- ------ - -
l
lim 
r- .. ,_Q I· 
]\_ L _____ _ 
f /\ {'I + c: } - f i\ T -~------~----------~- drt _--, J im 
,_.,o+ 
r>' f f 
-i·- l +i) 
Por ouLJ~o lado, o propr:lcdac1e anterior nos d.iz que, 
' + 
d 
' ' 
J K-~~1 _L _.::!:.._i__) _ __:__!_~_ d :_\ lim (, ~o+ !..~-~-'-~-~ -=---L-~_1_; __ 'i:_ :-, ) d . J 
li\ lA 
- f A (T -+- i-) - f/'\ (T + Ó) Temos tambem -----·-------·-----~- 1 ~{(1 + ,-)-{T + 6)]-;rf. 
' ' + 
que implica 
'·I 
J f /' h + s) - ___!.__ :::_"_( ~---=!=_Jj_ d 0: 
lA ])\ 
r 
I 
lA 
,_- -6 
11m 
:S ~o+ J 
lA 
= lim a{f 
6+0+ 
+ ,_\i . Assim, 
f /'. (T + ' ) - f /\ (~· + ~~) lim 
ó _,o+ 
-, + ,, 1 , ou a inda , 
f~ (1 + c) - f A 1 da < lim a{f ' 
-- ~s-._o+ 
f + 6l 
que implica 
[l~mo+ J f" Ir + c~ +f 'I r dü ;~mo.+ G(f > T-=-~-~l 
, 1A .. I L __________________________________________ j 
'remos entao que, 
f ,A 
-'-( '_' _+'_-__:•>~)'---- _f __ > :'_ dct lim -::t{f 
r )-o+ , r + [] = 
> () 
lim ct: r 
'~ __ ,o+ 
De modo <1náJ.ogo prova-se o ítem (b) da proposiçâo. 
Prop. 1.11- Para toda 
monótona, o conjunto dado por, 
h E (O,+oo) cdf > T} f cdf > T} c enumerável. 
Dem: Sejam, h(t) - u{f > tl e g ( t) 
Pela propriedade anterior temos que lim h(t 
t- +O+ 
-- 1 im u [f 
f- +O+ 
t + = l im g ( t + 1 ) , c assim 
c ,o+ 
= cdf t} 
' 
t 
-
+ ' I - lirn u{f 
,:-*o+ 
lim h(t + :) 
ç- ·o+ 
c {o,+ I 
-
- t + -~ 
-- ] im q (t + ~-). Logo se h e g sao continuas em "t" então L (t) -o 
rO+ 
q(t), isto e, ,·xff ti = ·.t{f > t}. Como o conjunto TE dos valou'-"~ 
de "t" onde "h" ou "g" é descontínua 1 e enuinerável, pois h e "J 
sao monótonas, segue- se então que 
k = f·l E (O,+m) : cc{f > T} f l:t{f T} e enumerável 1 pois k r__ JE . 
DEF. 3 - Seja T:ID -~ [ O,+=J uma integral monótona soDrc 
lA JB C [ O ,+oo J . Definimos e as funções de conjuntos 
por 
PIlA I [o,+ lA o.T: ···----- ., I 
B ~ ~.ter (B) ~ sup f T(f) f -.; c f E lB } ' B 
B - inf t"'T'(f): f e f 0 JB ~ 
E p (li\) com , então 
HT são mon6tonas, pois dados u1 , B2 
~B 
1 
e assim, 
sup (Tifl ,f e f E B] < sup T (f) ,f e f E m :, 
De modo análogo segue que Q (B I 1-'T, l 
A monotocidade da T nos indica também que ::r < e,. Indi-
T -- '· 
o conjunto não vazio formado pelas fun\'Ôes 
monótonas, tais que 
DEF. 11 -Dizemos que a função 'r :P(JA) -----· I0,+'-'-1 Teprcscn-
tu a integra.!. monótona T: lli ---[O,+'-"] T(f) = f fdy , Vf ' ''" 
I'\ 
Com as propriedades da integral monó-tona c estus de f iniçÜc,,; 
podemos formalizar uma nova versao do Teorema de Riesz. 
bre lB 
Teor. 1.3- Seja 'r:JB ---+- [O,+wJ wnu. integral monótona su-
]h 
c I 0,+"'1 A função monótona y:P(JA.) --0. j 0 1 +ool reorcsentd 
o funcional T se, e somente se, [ :):'l' ' 
Dcm; {=> ) Seja 
Então, 
IA 
de c i3T' temos que 1 
f' < '{J ·-- f l -~ B - 2 com e n ( T'(J\). 
'i I B I f 2 d-, -- T(f 2 ), c pela defirli_{,<to 
]h 
f;(_, 
''T (G) y (B) :'-'l'(B), logo 
Para mostr<Jrmos a reciproca devemos observar o~s ;.:;C'-
<j\Üntcs itens, 
I y ' ~' Se f < B E PilA) então 
{ 2 ) Se À. 
' o ' l < l < n, <P '• " . f l' f 2 E lB l B. --
. Bi-1-Í l 
n 
e fl ).. . \C B f2 entâo temos que, 
i=l l . l 
n n 
T (fl) T ÀiC''.T(Bi) < y Y.STIB.) < Tif 2 ). i=l i=l l J. 
se 
Justificaçâo deste item: 
Vamos mostrar por indução. Parct k 
.\ l { B 
.• 1 
< c 
_ '2 / cntil.o f l 
l ' 
'-l 
l 
da{ pela definição de 
'·: (8 I T(f ,-li T l -~ 2 • J. l 
Tlf ) e assim vale o item (2) para k- 1. 
' 2 I 
Supor v5Uda u propricd<.lde var.J. k 
ra válida para k = n. Seja 
n 
f . ,. } _---:__ ,, 
- i=l 
À. t- O tcmr:'s 
l 
' f :1- _[ {: < • ' l B.
1 
-- 2 
i o, 
1 ,~ i n, com 
'B._:::. lPB Então teremos: 
ia) 
(b I 
ou seja, 
n 
z 
. i=l 
l i+l 
À.<;OB A Àl l .. 
l 
\ <[; j_. B . 
l 
f " ) -l " .. 1 l 
que podemos reescrever, 
n-1 
fl v )..1- .\1 < ;: 
j_ "-:;: 1 
t 2 ~ ~l' ou seja, 
\ - \ l l f 
v À - ' 2 I l /\ 1 f 
n 
;: 
i=2 
\ . <t B l .. 
l 
< :f2 v \ l 
Decorre do item (1.) e da observação de (a) que, 
observando (b) e a hipótese de indução teremos, 
n-1 
I·*' 'l'(f ·' ' I ,., ! . l v '"1 - ,. 1 
67 
Sanando-se mcmLro a membro as cxpress6cs (*) c (!) obtere-
mo:::;, 
n n 
TI f lI Y' i . aT IG I < 1: i. ST IB. I Tlf 2 ) ·~ io=l 1. :t i=l l J. 
ficando provado o item (2). 
I 3 I Para qualquer f E IB , n E JN vale a desigualdade: 
temos 
n· 2n 
;: 'P < f 
i=l {f > 
De fato: 
Se f lx I temos, 
(fAn-
Se 
(f 
..2. < f lxl 
2n 
(fl\n-f.A 
n 
1 n • 2 ~ ~ 
2n {f i ' i=l > nJ 
2 
Mas ..i 
2n 
< f lxl 
lxl 
< 
flxl ~ flxl - O c 
o . 
1 < j < 
=f(x)- 1 
211 
j l. 
-= i c 
2n i=J. (f 
i:tl logo 
211 ' 
n (n.2 -1.), 
e 
lxl = i . 
-) 
211 
i ~1 
2n 
< flxl 
..2. 
2n 
l 
- < 
2n 
..2. 
2n 
e então (f A n ~ f A _J I lx) < 
2n 
Se f(xl n > n • 2 teremos, 
(f /'- n ~ f /\ n -
n 
n•2 n l ~ (x I n·2 
' 
-
-- = 
zn _i_} zn io=:l {f > 
2n 
logo a desigualdade é válida. 
'{! . (.x) 
{f > --"-l 
2n 
< f (x) 
' e' também , 
n 
' 
Provaremos agora a recíproca. Combinando os itens {2} c {J) 
e tomando os seguintes conjuntos 
temos, 
T(fAn-
l n • 2
11 
i ,. 
•J f f T (f) r·T' 2n i=l 2n 
B 
i definidos por 
Vn c lN . 
B. 
l 
= {f > l ' --- ~ 
·~ (l 
< 
Usundo o Teor. (1.2) e a propriedade (víi) da definiç~o de inl~yraJ 
monótona temos, 
T(f) - f fdo:T j fdBT e como 
lA lA 
' 
E [rJ.T,(~TI T (f) = r fdy . c.q.ê. J 
lA 
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UNICIDADE DA INTEGRAL MONOTONl\ 
Seja u:P(JA) ~I ü,+w] uma função de conjuntos monótorw 
A Únicél integral monótona sobre [ 0,+"·-'l JA que verifica T(cp 8 ) =u.(P.), 
\fB .;::; P (JA), é definida por: 
" T(f) = Hm 
n-++oo 
Prova: Seja 
l n T a{f > 
i=l 
lA S:[O,+w] ~IO,+ooJ outra integral monõto-
na sobre JA tal que S (-r
8
) == u (B), VB E P (JA) . Temos pelo Teorema 
l.J que existe y:P(JA) tal que, 
s (f) = fdy I \ff E [ 0,+'~') JA • Logo r 
lA 
assim u. - y e consequcntcmente S "" T • c .q .d. 
0;:\remos agoru. alguns exemplos de integral monóton<:-t dSSUCld-
da a uma função de cnnluntn:~-monótona. 
Exemplo l- Seja B I 0 e BC F.. Se ':t 8 :P(JA.) _____._ [0,1 ~· c 
uma função de conjuntos monótona definida por 
ti :J 13 e ct 8 (H) = O quando H /) B, entSlo, 
" (H) = I B quando 
- inf f(x) 
xCD 
7 l 
Dem: Mostraremos que, para qualquer função de conjuntos EL:J-
nótona " " r que assume valores "O" ou "l" em tcr'1-sc, p ( JA) 
in f I h c I o,+" I , 'ri f c h I ,. o ! , 
e a partir disso, obteremos o resultado enunciado. 
(a) 
(b) 
(c) 
Seja s = inf{h E (O,+m):r{f' h}= O}, então: 
o 
Se s = + w 
o 
obtemos que \it E (O,+co) 
r 
< ' 
'' J 
( 
t = ty{f , h} fdy , e assim 
Se s 
o 
ou seja 
Se s 
o 
!A 
o 
' 
temos lim 
n _,_ + 
i 
fdy=O. 
lA 
t= (0,+" l, temos 
'" 
J 1\ 
lA 
l +ro r . {f 
2n i=l 
(f A s I d-y 
o 
fdy 
> -.2::..} 
2n 
= o 
s •\(:IA.)--
0 ' 
' 
Por cutro lado t} f {f/•,s)dy, ]/\ o 
logo sup { t t E (O S ) ")_ c" f o ' - r J 
, ou sejc3, 
1A 
s 
o 
(o' s J o 
s 
' 
(f 
"'' 
e 
r (f /\ s r s 0 )dy assim 1 s I dr ! o 
"lA iJA o o 
r Mas 
JA 
~ 
r 
JA 
inf { h E 
e assim, 
+c" l i (f y' s
0
1dy lim ~ y{f + s - - • /'. s > s -2n 2n 
n 
o 
n + +oo i=l o o 
lim 
++ 
'" 
l +oo 
n{f [ s 
2n i=l o 
f (f /\ s I dv + o . JA 
i 
+ --} 
2n 
Basta agora, mostrarmos que, 
in f 
xEB 
r ,-
O. Logo , 
s 
o 
- s I dy ~ 
o 
s 
o 
f (x) . Seja r = inf 
xEB 
exi.stc h E 'R tal que 
a {f > h} ~-= 1, consequentemente, {f > h} ~ B. 
B 
Mas, {f :--.h} ~} B ~ Vx E B , f(x) >h ~- r in f f (x) 
xEB 
que c absurdo. Logo r s ' 
o 
se r 
' 
s 
o' 
existe h F m tal que r - h s e então 
o 
(I - Mas h r lO<JO Vx E B f (xl r ' h, e assim 
' ' 
' I 
f (x) 
h' 
'l :· c l 
'B 
X t- { +" 
72 
!"l -~ 
L ,_ 
Luqo, uC[f>h}l c '" I r;:- ' ,, B -'- / h'= 1, guc e wn a.bsnrdo. Temos dS~i.rn 
que 
lA 
inf f(x) 
xEB 
Exemplo 2 - Seja B 1- 0 e BC 1A. Se SB:P{IA.) _,_ {O,l} t' 
uma função monótona de conjuntos definida por 
se H n B = ~ 
então 
se H n B t f'] 
f = sup f(x) xEB 
lA Vf E [ 0,+'"1 
i\ 
Dem: Basta provarmos que, 
in.Efh E (0,+'"):,~ {f> h} =O}~­
B 
sup f (x) . 
xEB 
Se~1am, 
Se r < s , existe h E m 
o 
h} c O} 
tal que r < h < s 
o 
r -
logo 
sup 
xE.I3 
f (x) 
r 1 f B h~ = L 
Como h >r, Vx E B, f{x) < h e ent~o {f > h} n B = ~. OU SCJ<l 1 
P,B(f -, h} - O , que o absurdo, Logo r > s 
o 
ljue "r" -nao pode ser maior que 
i 
lA 
sup 
xEB 
s o' 
e assim 
f (x) 
Analogamente mostra-sr' 
s ' o 
que irnp U.cu, 
DEF. ') -~ Seja ]\ 1- 0 um conjunto ' r c r ( JA) c chamado :Í ( ( 
ial F I 0 
lbl 0 J' F 
(c) H E F B E F 
(d) H, B E F =, H n B E F 
Exemplo 3 - Seja F um filtro de conjuntos sobre IA. c 
'-"-F P(:IA) ---+ {0,1} a função definida por 
'"F (H) 
f 
lA 
p 
i o 
~ 
sup 
HCF 
se 
se 
in f 
xCõ!I 
H 
H 
f_= F 
então 
;l F 
f I x! f E [ú,+mJJA 
Por definição colocamos, 
lim inf 
F 
f = sup inf 
HEF xEfl 
f(x) 
Dem: Mostraremos incialmente que, 
lim inf 
F 
lA 
: r o,+'''] ---+ f o ,+m] 
f ----+ lim j nf f 
I 
é uma integral monótona sobre lA I 0,+''-'J • O axtoma (i) da defini.ç:úo 
de inte~1ral monótona é ~3atisfeito obviu.mcnte. l'-illalisemos (i i) da rH-
fi.nição de integr.::tl monõtonu, 
( iii) 
(i v) 
= inf 
HEF 
O · sup 
x<=H 
f ( x I J ~ ;, • in f 
HEF 
lim 
F 
inf H - inf 
HEF 
sup f(xl -
xEH 
\ lim 
F 
sup ).f(x) ~ 
xGH 
i nf f . 
lA f (x) g (x I Vf; g E: [ 0,+ m[ 
' 
f g ~ i.nf < in f 
xEH 
-'"' sup in f f(x) sup in f g (x) = lim 
HEF xEH HEF xEH F 
, temos, 
lim inf(f A\) = sup inf{f(x) A \1 = 
F }]C r xEil 
xEH 
in f f 
sup{(inf 
JJC'F xFH 
lim in f 
'l . 
r 
f (x) /\ .i } ""' 
7 '· 
= (sup inf f(x)) A \"" (lim inf f} A .\ • De modo análogo, w~an~ 
HEf x<=H F 
do a definição da lim inf f, obtemos que, 
F 
lim inf (f v \ - \) - (lim inf f) v lt - .\ , 
F 
lim inf(f /'-. \) + 
F 
(lim inf f) '\ 
F 
1 . 
_lm 
F 
inf {f v \ - À) 
(lim inf f) v ~ - \ -
F 
l:Lm inf f . 
r 
(v) 
(vi) 
B EC 
lim inf f 
F 
lim [lim inf (f-". n)l pois a sequênci..:t 
n-++"' F 
fli.m 
f 
inf(f"'n)} 
n 
~ 
e nao decrescente, e assim, 
lim [lim inf (f", n)] sup {sup inf (f(x) /\ n)} -· 
nE1N HEF xCH n---+"" F 
--- sup { ( sup in f 
nEJN HEF xEH 
lim inf f . 
F 
f(x) A n} = sup inf 
HEF xEH 
f (x) = 
JA De modo análogo ao item (v) obtemos que, \lf E [ O,+·Xll , n é .IN, 
lirn 
n ~ + '" 
[lim 
F 
inf(fv 1 
n 
lim 
F 
inf f . 
ll.ssim lim inf f é uma integral monótona sobre JA. 
F 
SabFOmos que, para qualquer B E P(JA) , 
r 
I o se B 
" 
I' 
f <!! cl''- "" rJ F (B) - ~ Agor.·t, dado D' f ' 
JA I 1 ~;e B E F I 
L 
{ o se B i: " cr ( JA) ' lim in f ~ ' sup in f 'B(x) F B 1-IEf- xEH 1 B E F se 
lim inf IPB 
F 
\fB c JA , 
e pela unicidade do 'l'eor. ( 1. 2) , obtemos c;uc 
' Jv, 
-= li.m inf f 
F 
Exemplo 4 - SejG.m, F um filtro de conjuntos sobre 1l\, 
:~F P ( JA) -~; [O, 1} a função de conjuntos definida por, 
Entõ.o, r 
J 
lA 
se H n B f ~ , VB E F 
se H n B = 0 I para algum B E r 
= inf sup 
HEF .xEH 
f (X) • 
Por definição colocamos, 
lim sup f 
F 
Dem: 
lim sup 
F 
in f ~;up f (x) 
HEF .xCH 
t o,+.,J1A -------r o,+ ,,1 
f --- ---+ lJ'm :oup f 
F 
c l..úthJ. .integral monótona, obviamente. Daclc 
77 
lA, l.im sup <tJ 
r B 
"" inf 
HEF 
s up 0 _ ( x) -- 1 
xEH B 
se H n B t ~, Wil E F 
' 
ou lim sup 
F 
3H E F tal que H n B f) . Logo, 
lim 
r 
sup .p 
8 
, VB E P (lA) • 
Temos também que J .PD d8F 
lA 
" B 
- o se 
VB C P(JA) , 
e pela unicidade exposta no 'Teor. ( 1. 2 ), temos , 
I 
lA 
lim inf f 
f 
Prop. 1.12 - Seja y: P("JA_) --+- \0,1} tmta função dt: conjUI}_ 
tos monótona com as propriedades : 
(1) y(JA) = l 
(2) y(BnC) =y(B) ·" y(C), VB,CE P(JA). 
Então, 
H E P(JA) 
f 
lA 
fdy ; lim inf f , onde f 
F 
tal que y(H) ._~ l. 
e o filtro formado por 
Oem: Mostraremos inicialmente que f e um filtro. 
(a.) ~ 1- 0 po_i_s lA c f 
i ':1 
l,b) pois r li'! I ~ O 
(c) Seja C C F , B E P(JA) , D :.J C. Então como y e monÓtlma 
y(D) = 1, assim B E F. 
(d) B,C E F ~~, y (B) = -y (C) = 1 ~ 't (D) A. ':(C) ·- ] ===> 
F e filtro. 
Temos por definição que, 
se H E F 
'! I H I , assim :..'<F "" y 
se H 7' F 
c pelo exemplo 13 I r f cl y lim inf f . 
J 
])\ F 
Prop. 1.13 -Seja ·y : P(JA.)--).. {0,1} uma função de conjun-
tos monótona com as propriedadccs: 
(b) 
l'ntcio, 
-i ( B U C ) = - ( B) \/ y (C) 
fd·1 --= li:t: Sllp f, ,, 
c 
tal que -f{Jll.- H) "-C_ O. 
I:IB,C E r(JA). 
onUe F c o filtro íormado t\'-iC':-" H ·~--l'lf\) 
O em: !'-1os traremos que F e um filtro. 
(a) F 
" 
~ pois lA-lA ~ 0 logo '( { I!'\ - lA) ~ o 
' 
(b) 0 'i' F pois y (lA- 01 ~ y (lA ) ~ l 
(c) Se c E F e B ~) c então ]\ - c ::J lA - ll e como y e monóto-
na, y IA B) < y(A - C) ~ o' logo y I lA- B) ~ o ' assim B ..-:: I . 
(d) y I lA- B n C) y (lA- B) u I lA- C) I ~ y I lA- B) 
' 
y (lA- C) 
' 
e se, B,C E F temos que y I lA- B u C) .. o 
Mostraremos agora que y com as propriedades (a) e (h) equi-
vule a i~F. Seja H E P(JA) -Lal que ·\(H) 0, 'i(H) o:o·1·(A- (A-·11)"-'0 
implica (li. - H) E F , e como H n { 1A- H) = 0 temos 
logo , 
(I! E PilA), y(l!) ~O)=· SF(H) ··O 
Seja H E P (JA) com GF(H) =O, então existe B E F tal 
que H r! B :::::: 0. Corno B E F y(A-B):::::: 0, H-BC JA..- B, 
monótona, obtemos, r(H- B) :5_'dA- B), logo y(H- B) =O. Assim 
y(H)~y(H-B)~O, e 
Concluimos então que ldll E P (Jll..) , 
y (H) o o OU SC]d 
se 
se 
e pelo exemplo 4 , temos, 
f fdy ~ 
lA 
H n B f:. 0 qualquer B E F 
H n B "" 0 para algum B E F 
lim sup f 
F 
DEF. 6 - Seja JAI- 0 um conjunto, F c P(lA) é um 
6-<-f.:t-'to se F é um filtro sobre JA e satisfaz a propriedade: 
B C F <~~' ( lh- B I )! F 
Exemplo 5 - Seja F um ultra-filtr·o sobre JA, entiio 1 
r 
J 
Jl\ 
' I 
lA 
lim f 
F 
8 L 
Lt("t'icl-
Observaçao: Se lim inf f =- lim sup f , diremos que f tem 1.un li1:'i 
F F 
te sobre F , que indicamos lün f --
f 
1 im in f f . 
F 
Dem: Para mostrarmos o resultado basta provarmos que 
- "F (H) l. 
Corno e assume valores "O" e "1", temos que I 
e ,:>_ssim, 
fdryF- f lim f 
IA IA 
Prop. 1.14 - Seja 'i: P{JA) ___ __,_ 10,1} uma função de conJU<t-
tos monótonéi com as propciedades: 
(a) y(IA) = l 
(b) y(Bnc) + y(BUC) -y(B) +y(C) 
Então, r fdy lim f onde F ultra-filtro, form~1rio 
J ' 
e 
.IA f 
por H 
" 
r 1 JAI tal que y (H) = 1 
' 
Dern: Mostremos que F e um ultra-filtro. 
(l) Fl-0 pois y{Il\.) l 
(21 0 !i' F pois Y(í'J) --O 
Sejam R C F e B c cr , como y c monótona y (IT) "' l, lo(JU 
a: E F 
(4) S!3jam B, a: E-: F, B U IT E F , pois, BC B U a: e como 
y (B n a 1 ·r(JJI + ylal y {B U IT) temos 1 
y(G na:) = 1 + l -1 = 1, logo 
(5) Supor B € F , assim y (B n (:IA. -B)) + y (B U (JA -B)) --
= y(B) + y(JA-B), logo, y((l)) + y(lA) = y(B) + y(lA-BI 
e assim, y (JA.-B) =O, ou seja, lA -B íl F. Logo, 
BC f·~ (lA-B) (l F. 
Suponhamos (IA. -I3) ~ F , obteremos de modo análogo que 
-{ (B) - l, ou seja, BC F, e assim, 
(lli-B) ?'f~> B E F. 
Logo T e ultra-filtro. 
Has y :.o (J-F , pojs, y (!!) 
e pelo exemplo 5 , r 
J 
f da 
lA 
lim f 
F 
( J 
• 
' 
' 
' 
o 
' L· 
se H E F 
se H >;l F 
Exemplo 6 - Sejam, 
e monótona}, f E lO,+ =]1'\. 
IAf 0 wu conjunto 
por, 
'T' - ( u. ) 
t 
p.r Gpr i r.:dacles : 
I I I r _f d ( l_i + ' 
' 
.. 
J 
lA 
- r e wna _inteqral monótono sobre ;\; com 
j 
IA 
r fclu; + r f di') I . 
J J 
lA 1A 
dS 
12 I r 
lA 
exiBI 
fd:;, < lim inf 
n 
r 
J 
lA 
< lim inf ex (B) 
n 
n 
fdu. 
n 
se 
VB E P(Jt\) I 0: E A! 
n 
Dem: Sejam, >. E lO,+''"), 
n E 1N • 
{i) \B, 31\ À , f. v .\ - ,\ pertencem a Al obviamente. 
lim l 
n '+ '' 
2n 
\ lim 
liiil 
" 
li 
' 
u G I 
' 
{i v) 
'r ( >< 
' 
I /' = f ' 
pois, 
+~ 
,- Jlliif ' 
i=l 
+·<> 
lI: b(lf> 
2n i=l 
T (o:) 
f cr f I G I 
r f do: 
' J 
lA lA 
' I fd ( ?- I' ;, ) 
J 
IA 
LIJ~<I - fdiJGI = 
r j 
lA 
i 
--}I = 
2n 
À • fdb :::: 
pois, 
fd(l ---> Tfle<l (l' \ e) f 
pois , 
l +·-" lim r I I' ' I I ' -= r ·t > 
+ "' 2n i= l n ' 
__ L; l 
2Il 
(v) 
Tf(R ~ ~ - I) ~ f fd(f V I - \) 
lA 
1 
+m 
lim )) I ~ 'J .\ À ) ((f - ,, -
2n n+ +m i=l 
Tf(G, !\.À) + 'I'f{r3 V;, - A) :oo 
+oo 
,, i 
-li 
2n ' 
Logo 
= lim ~: 
i=l 
IIP~· \I+ IB v\- \)]({f' 
n-+ + Cf) 
Como ( B /\ À) + (C V \ - \) = B , ternos 
T (c:. f . 
" 
À) + 
Tf(S;,m) 
'I' f (r,', 
" 
.\ 
lim 
n '+ 
-
1 
+ú 
\I ljm ~~ (', ([f " ' 
r+m 211 i=l n 
l 
o, n . _, 
- l-J_ 
( ~~ A m ) ( {f > 
+c\' 
i 
--}) 
2n 
' 
-- Tf (pl 
1 . 
-- 1.nl }im lim 1 (8/\m)(;f > 
n _,_ + "' 2 1 i .. =l m->+''' lll ·, + '" 
L +"· i 
- lim U.m (::; /\ ml I I f --·f ) I --
2n 2n ' n+ + ,, m + + "' i=l 
l 
+;:,-, 
' 
6 ( {f i I - lim I --lI fd [~ " T I" I ' 
n-' +m 2n i=l 2n J lA 
f ,. 
l . ' I 
---r, 
2n 
(vl.) De modo análogo a (v), mostra-se que, 
'l' (g) .::::: Lim 
n --'-+cu 
Tf é urna integral monótona. 
Provaremos agora que, 
J fd(a+i1) 
A 
= r j 
lA 
fdu + f 
lA 
fd () . 
r 
J 
fdla+S) lim (o:+ I~) ({f '> 
lA n -+ + '"' i= .l 
1 +"' l 
a I\ f i ) = lim > -} + lim 
n ~ + m 2n i=l 2n n > + ,,_. >n 
" 
.. fdec + I fdl< . Temos também que, j J 
lA lA 
i fdcc ' Um 
. c 
r f da se o:(B) < lfl.~ ' J n n lA lA 
VB E P (lA) , la } c M . De fato, seja 
n n 
., 
n 
filA)-~ [0,+-1 definida por, 
+«' 
,. 
" j_=l 
lim 
n 
i . I [f c > -· 2n 
in f a ID) 
n 
un (B) = inf 
k -, n 
B E P {lA) • l~ sequência CG-} 
n n 
) -
e cres --
cente e converge a lim inf u . 
n 
n 
Defini_mos 'r lA I 0,+"'1 ~t ü,+w[ 
g ___....._ 'l'(g) = lim 
n J lA 
crdu. 
~ n 
lig ~::-: ! 0,+·"111'1. . t': óbvio que T - . t l ·- ,, 'O · I v, e wna _ln eqra monotona soore 1 _ ,+ 
com a propriedade lim i_nf o. (B). 
n 
n 
Como lim lnf ct (I3) é uma função monótona sobre P(JA) , temos que 
n n 
I fd(lim inf o: ) é uma integral monótona sobre n 
lA n 
f 
lA 
~n d(lim inf an) 
n 
1.2) temos que, 
11m f 
n '+ ' ll\ 
gd(t 
n 
T(g) 
f 
li\ 
-- ( lim in f a ) ( B) , e pela unicidade 
n 
~ r 
J 
n 
lA 
gd (J.im in f ct ) , isto é, 
n 
n 
gd. (lim inf l~ ) , 
n 
n 
com 
de T {Teor. 
Como ll. (B) lirn inf ,;: (BI e c~. (B) 
n · n 
,)' (B) 
n 
liB c: P(ll',), 
n 
r r fd·• I td ( lirn J_nf i_( I 1 . úLt ' . in f fd::( -· _J_m .Llffi . 
' 
! Il\ n ; n - j n lA n n . +·" VI n lA 
Proposição (l.l5) Sejarr., -u' -~ P ( 12\ l -----* I o ,+ "-- l funçOcs F':C;--
notonas e f C: l O,+w]1A. Sào válidas as propriedades: 
(l) Se u l f cl < 13 {f ' T}, para qualquer T E o, onde D c 
conjunto denso em (O,+"'') , então Í fda < 
1JA 
r fdG. 
jJA 
bô 
um 
( 2) Se r fda < + oo e a < S, entao 
·lA 
. fd~ = j' fdB , se e so 
JJA ·lA 
se, existe um conjunto O c (O,+oo), D denso em (O,+ro} tal qtK·, 
a{f >c}- S{f >c), \h (; o. 
Dem: D & denso em {0,+·<>)1 então pura quaisquer i,n C ·n'>J 
cxj_ ste t 
c, n 
C: D, ta.l. que t. l,n 
i+l 
2n 
, e , 
,:..1 f t. } < (::\[f > t. } • Assim temos l,n l,n 
l +'" l +·" 
·li r t I i illl f ' I i \In 
'· 
t. 
'· 2n i=l l,n 2n i<L l,.D 
qualquer n E lN 
' 
2 2 l 
+m 
f \/ < :: cp { f } < f 2n 2n zn i=l > t. l,n 
pois; 
I u I Si2 X E: IA 
' 
com o f (x) t 1 ,n ' temos ' (f 
2 1 
+cn 
pois t ,. lxl o ' ,, ,, ..;;· {f .. l,n 2!1 2n ' t. i=l l,n 
(b) x C ]">,_ , com t .: f (x) < t. .1 , com J,n J+_ ,n 
cntao, 
t"': l~ • F'C!l-
' 
;t_n lili.lu 
' 
> 
v ' ) (x) !_l, 
211 .,n-
' 
e f(x) o 
J -- 2 r 3 1 • • • I 
-t 
j-l 
2n 
+oJ 
l z --
2n i=l 
2 
-)(x) 
2n 
f (x} - 2 ' t -
2n j+l,n 
t. l 
,J- ,n 
<P {f 
~t. 
1 ] r n I 
i j+l) 
2n 2n 
'(x) == t. ; 1,n 
,.t. 1 
\.1 J+ ,n -~-------?> 
j+2 lR 
2n 
+j 
t. } (x) 
l,n 
e como f (x) t l, n , obtemos 
lim 
Ma;:;, 
n 
., 
.. , ·'' 
f \1 < 
Assim temos que, 
j (f v 
lA 
l:ln E JN , assim , 
r 
J 
lA 
t. f lx) 
J. ,n 
l r , 
j 
lA 
lim 
n .. y +m 
+w 
i '{f 
i=l 
dco < 
> t. } 
[ 
i=l 
l,n 
~ , 
tf :> t. } 
l, n 
lim ( [ 2 2 l . '1' (f 2 2 ) v -)do: .. lD v 
2n 2n 2n 
' " 
J 
lA 
zn n + ,o_-
T (f) - fdr_., e , 
jlA 
; ··' 
':.·.'' 
< 
• ;_; I 
r 
-f-o_, 
lirn J ~ ~(f du -' ) c/\ j i=l > t n ->--f-,, 
" A 1, n 
l r m 
- lim lim 
"{f ' OCt 
-7- + 2n j H io=l t. • n 00 m 00 1,n lA 
l r 
m dct lim lim :: ~ [f 1 zn J i=l > t. ' n -;- +- 00 m H 00 1,n lA 
l m lim lim I a I {f > t . ) ) ~ 
n ~+ 00 In -: + 00 2n i=l 
1 ,n 
l 
-f-w 
lim ,. a I {f t. ) ) Assim, -
'-
> . 
-· + 2n i=l 
]_ ,n 
n ,, 
r 1 +'" r 
J 
f do: < lim !: (i ( {f t. I l 
n -; + co 2n i=l J,n J lA 
I l +oo fdr_x lim ,, n{f t. ) . ou 
' ' 
SC]d 1 
' J n H 2n i=l 1,n 
.lA 
De modo análogo obtemos, 
r l f di> lim 
J n ~ + (Y) 2n lA 
Corno por hipótese 
"n" naturais, obtemos 
+•• 
E r: 1 f > t. 
i=l 
R{f > t. l,n 
l 1 n 
} 
cd f 
--
--
f da 
lA 
Vi ,n, "i" ~ 
r l 
to• 
fdr:t ltm c u:\f t ~ ,, ' 
' 2n i,n J n >- + "'' i=l lA 
1 +ro c lim ): 13 (f > t. 1 ~ I fdB . 
n -+- +oo 211 i=l 1, n J lA 
Mostraremos agora que vale o item (2) da proposiç·an enuncl 
ada, ou seJa, se f da < + C>) e 0'. < 3, então í 
JJA 
fdr; = 
se, e so se, existe um conjunto D C (O,+=), denso em (0,+,""-), L-tl 
que ~{f> t} = S{f > T}, v·c E D. 
C<=-=) A prova da recíproca f~ conaequência imediata do _Ltcn: 
(1) da proposiçilo. 
Em primeirn lugar mostremos que r (f/\ a - f A b)d_,.~-
)JA 
i (f A a - f A b) d B , onde a ~- b > O , a, b E 1R j IA 
r o < f (f A a - f 1\ lA 
JlA (f v a s =· o < a- a)drx 
0 < ~ (f A b) da < 
JlA 
Assim, 
b)dc < JlA (f A a 
r < (f v a.-a)d6 JJA 
r (f A b)dB . 
JlA 
- f A b)de_ 
lA 
( * ) 
fdu = J 
lA 
(f /\ a - f /1 b I da + (f V a - a) àCJ, + 
lA 
+ J (f 1\ b)du (f 1\ a - f 1\ b)d~. + f (f V a - a) dC: + 
lA 
r {f 1\ b) di3 -· 
' J 
lA lA 
fdB . 
lA 
Como r fda - r fdB I temos que I 
1 JA <IA 
i (f 1\ a - f A b I da J (f 1"\ a - f A b) dB 
J 
A 
r 
j 
A 
(f v· a - a)do: 
( 
(f /\ b)da •= 
lA 
) 
(fVZJ.- .:J.)d:3, e ' 
v, 
(f /\ b)db . 
lA 
lj ,;_ 
Sabemos que as funções cdf > t_i- e G{ f > t} sao funcücs 
i~' f, •• ~ -y I •,[,, I r' J\ :-,)' 
1'·-
I lt 
' ' 
:_ '- \ i ( ,\ .~I ,, I 
( I'· ,, :, ,._ ' !' '·' \: d .-.1 '' td ' . 
• C\ 
que possuem um numero de descontinuidades, no máximo enumerável (pni ·=; 
s,~o monótonas) . Seja t 
o 
um ponto de cont inui.dade para 
f{f ~ t} , temos pelo item (b) da prop. (1. 10 ) , que 
f lim r::+O+ 
-- l im 
'~-+o+ 
f 1\ t 
o 
lA 
a f f > t 
o 
f/\ t 
o 
- f A 
f" 
- d ~ 
- f A 
(t -· 1:) 
o dr~c ~ 
a{f ~ t }. Analogamente 
o 
(to - d 
('li f 
l].m f dG=G{f> t 1-o' , e como c ---o+ 
lA l 
'
r r I f 1\ t - f 1\ I t - , I I d·c - j J o o 
lA lA 
~c > O , temos que, 1 
l 
lA 
I 
]\ 
lim 
f-:+ü+ 
f /, t ~ f J\ (t 
o o 
f 
lA 
f A t -f A (t - r)!d0 
o o 
elo·_ = 
l' 
-) i (~ ' 
e _1SSO implica que cd f ~~ t } ~ [3{ f ' t o}, Vt E i o,+<~') ond•· 
' o o 
-
cd í t) 
' 
B(f t} ' SilO funç·ões contir:uas. Como o conjunt:o for:11o.dr_) 
pelos valores de ''t '' onde a{f > tl 
o 
não enurnerãve L, segue a tese. 
tl são sontínu.:ls 
Seja lA wn conjunto nao vazio, TI-l c P ( JA) , com 0 E TI-l 
Coloca.mos lliJII {f c [O,+rx-·JJA: existe um conjunto denso D, E:::m 
(O,+w), tal que {f> T}EJI-I, 'ri'! E D}. Denotamos pm:· 
o conjunto formado pelas funções características, c,'! :JA -+ j 0,+-''l 
B 
tal que B c JH • 
Prop< (1.16). Sejam ][ e lB lfl como estabelecidos o.cJ.mu. 
lA .. 
-
" 
Seja B c f O,+ e<>] 
' 
com m CJB 
- JBI!" Então duas int.egrais monot~o-
nas 
qualquer 
e 'I' 2 definidas sobre lB 
m•m. 
Dem: Pelo Teor. ( l. 2} temos, 
fdrx 1 
lA 
' y 
'T.' 2 (f) -- ! 
) 
IA 
r~'J' 1 
2 
são iguais se T ( r \ 2 ,;. .. , ' ' j_, 
fd ·r' , com f C JB 
'I'emos por 1-npótesc que , SC' 
f E lB então f E JB 
. Jl logo existe U1l conjtmtu d12nso O em (Cl,+· )tal C:CK-
(f t} E TI-I, Vt E D , 
'dt E D • 
e como JH C JB , temos o ( " I t} c_: IB ' 
9S 
Temos então, cdf > t} == f 
ID 
~ T l (, (f > t}} ~ T 2 (, {f > t)) ~ f f i f > t) d y ~ 
JlJ 
= '({f '> t}, Vt E' D, e p~::-d.a prop. (1.15) temos , 
r fda = fdy, ou seja, T1 (f) - T2 (f). 
' 
ç .q .c. 
ID lB 
Como e possível associar a cada função monótona de conjun-
tos sobre P(IA) IA E 0, uma integral monótona sobre r o,+"'' l JA I p 
possível associar, a cada função ,5 :IH C r (JA) ---+ [0,+ '"] com as pr~:'_ 
priedades: 
(a) pElli (b) 6 (;5) ~ o ' (c) oiBl < ól<rl 
com B, a: E m, e B c IT, uma integral monótona sobre EJH, do si':'-
guinte modo: 
f ---------9 ( fel y 
i 
lA 
, onde 
e qualquer função monótona tal que 
A aplicação :rn 11 ------0 í 0,-rw] 
f ----;, f fdy 
lA 
P (JAI --~ [0,+,,1 JA 
y/JJ-l=l). 
estabelecida acima e bem dcfi~i 
da pois o numero r 
' J :IA 
-fd y 1 na o depende de y, j â que y/lH "" ,\ 
f E- :IB]l' Estu. aplicação é de fato uma inteqra l monótona sobre ]3 11 
pois é restrição da integral monótona f JA (-) dy : [0 1 -+ -"I JA --· [0,+ "I 
,_, 
ao conjunto lA C [0,+=1 . A referida aplicação sera denot_ada i?Or: 
r . d il 
J 
lA 
]3 ------.;-. I o + UJ I m ' 
f --> r fd,, 
iJA 
A função O,de conjuntos com as propriedades (l), (2) e (3) 
chamada de "função de conjunto monótona .:.obir__c_ lli C P(JA)". Assim, da 
da urna função de conjuntos monótona "l~" sobre lli C P(JA) , existe: 
pela prop. (1.16) uma Única integral monótona T sobre JB 11 tCll 
't/B E JH. 
Prop. (1.17) Sejam, ex 1 lt, 8, 
. n funções monótonas de conjunto, 
definido.s em P(JA), JA I- 0, tal que 
VG E P(_lA_) 1 e f E [O,+,,iJA Se 
j 
JA 
i'·: 
fUo: > lim sup 
n 
; L'', , ]' 
( -k) 
,-y_n (~ , :1(B) -= lün sup '' (B), 
n 
n 
fdS ,- + "' então 
f de:: 
n 
Dem: Para simplificar a prova, suporemos inicialmente 
\IB E P(JA) , \In E Thi • Assim et (B) = lim 
VB E P(JA). Com a hipótese de que an (B) :".: a:n+l (B), VB E P(JA), para 
provar a propriedade é suficiente mostrar que, 
f fda = lim j 
lA lA 
Consideremos os conjuntos,. 
f da 
n 
m {B ~ P(JA} : B(B) < +co} , e I 
lB lA - (g E [O,+m] : r gdp < + w) ~ >'), 
!JA 
pois f E IB • 
t: claro que JH c lB c m11 • A aplicação T: m--- l 0,+-"'l dada por 
•r (g) ~ lim 
n -~ + oo 
(i I Se ! E 
g v . \ 
(i j_) 'I' ( \ g) ~ 
(i.ii) (g f 
I 
) . 
gda 
n 
0,+,,) e 
c lB 
' 
gA 
)'I' (g) 
g E JB , é uma integral monót.ona, pois: 
g,f E 1B1 tem-se obviamente que \g E 18 
r::= lB. 
g,f c ID) ~--="':· T(g) T (f) 
(iv) T{g) = T{~J f\ :\) + T(g V ). - \) 1 V\ E [Q,+o._') 
MostrarE'mos a seguir, que T verifica as propriedades, (vJ 
T(g)= lim T(gr\n), (vi) 
n-++'X' 
pect.i vamente. 
'r (g) -·- lim 
n ., + oo 
O'(g V l 
n 
res-
T(g V m- m) - lim 
n -J- + oo I (g Y m - m}d~ < J( (g V m - m)dS n lA lA 
'!/mEJN,logolim 'l'(gym-m)< lirn r (gYm-m)d~-0 
rn -+ + ,n rn -+ .. J- m J ])\ 
c assim lirn T(g v m- m) =O. Como 
m-r + cu 
T(g) lim 
ti-++C<' 
'I(g/\n)+ Jim 'I'{g ') n- n) , temos 
n , + '"' 
'I'(g) lim rr(g/'. n). 
n • + ,,. 
l ( l' l 
c 
_l) -1 (< T((;/\ 
-I lim 
' 
(g /· I (g 
'" ' 
--1'-Ct 
' o m 
-+ + ,-ü ! m n ! m n lA IA 
Vm E-~ JN • 
lim 1'(g A li lim r (g /\ l)ctr.; - o 
' m 
.I m . m -'r + o.o m + + 00 IA 
e assim lim 
Ill -+ + -~, 
T(g l /\ __ :) -
m 
o . Como 
'r ((_f) T(9 1 T (ç_í l l lim -~- -I + lim v -I 
m rn m 
m .. + ,-, m -- + " 
l ' 
' (gl l im T (q ' I c Dnc lu lliiO s que T - •, -
m l1l 
m ' + 
que 
Como 
loyo, 
Assim T e uma integral monotona sobre lB . Temos 
i • dct 
lJA 
-= ·i ( B) "" 
'J' ( CJ) - r 
lim 
n , + ,,, 
é wna in tegnt l monótona sobn' 
g ----> qdu 
lim r I"' J B lim Ct ( B) 
lA 
lA 
n ) + "' n 
,;. B du , temos pe..La prop. ( l. Hi) que 
qdu , 
gd_t 
n 
'tf'] E-:: m , isto e 
= r 
J 
gdn , 'Vg E JB • 
Quando nao tivermos ex > ct , faremos 
n --· n+l 
p 
n sup 'j.k, k >n 
r 
I fch 
Jl\ 
JA 
sup ,_~.k (B) 1 
k :>n 
- lim 
n _, + 
'" 
lim sup 
])\ 
B E P (JA) • Assim 
f de. 
n 
f do: 
n 
r 
J 
fd::J. 
n 
IA 
\:1,1 (": JN . 
c.a.d. 
Consh'!c,rerros aqora, a faro i Li. a I , de int.crva.los cont id.us ,..,-,, 
lo I " f. f - ",," f+-._. f e ·-~e -J namos urna unçao ( em T do seguinte modo: 
í o se 
' 
' 
I ~" 0 
e I I I I ~ 
' 
+ '' se I I é ilimj. ta do 
' ! ib 
-a I se l ' "b" c "a" são extremos do intervaLo I. 
Sabemos que "{" assim defin.ida é uma funçào monótona. ;1c con"-
. ' Jun ... os ó o G '1 (' T e pelas discussões feitas antes da prop. (L.l7) tnt 
Sc"r.U.do escrever r ·.; d t , se 
' (O,+ ··) 
A int.egral " 
para i E BT , mensurãvel. 
f : T ~--·-> I o, " · I a função rnonôt-mt.J 
conjunb"Js, como definida anteriormente. Seja ._1 un13. função de \;OnJur:~ 
tos monótona definida em T'(ltd , 1A. i- 0. Então 
r 
j 
lA 
fdo: "" r J (o,+ •'(<) 
l_t {f d l' (r) 'rlf c 
Dem: A função <: (T) -- utf 
crescente, e 
. 
há sentido escrever I 
! (0,-1--o-}) 
O conju.nto f T : -;.-' ( I 
c (0,+·''), e vazio ou ent.:io l:m interv21lo. lndicaremos o. 8 :r(JA) ·-·• !Cl,i 
s E".: (O,+,n), a funç~ão monót~ona de c::on:jnntos di'tda por: 
Loqu, 
lim 
n -· + "'' 
''· (H) s 
Assim temos, 
I 
fdr~ = inf {T 
s 
1 
o 
( 
'{di' Um 
J n + (0,+ "'I 
l. j_ rr: 
n .. + ,., 
t "' l 
:2-:1 :i. --_, l 
se .'J..(H) -' s 
se «ill) < s 
u{f>T} s} =C({; > s'll 
+ co 1 t { ,,- _L1 
' ' 
·-
< 2n j •1 2n 
+"-' 
1 _-; m 
n . + 
. __ ,_ (!-l) 
1 
u ' (1-l) 
] r, pois seja J c JN , t<-~1 que j_ :;;o 1 
2n 
; 
........!..... < 
2n 
r < 
c 
I 
J 
assjm 1 
2n 
c 
i=l 
(\ . (H) 
l 
+o·· 
-----'>- r, logo, l im 
" 
L 
n --r+,-, i=l 
Assim, 
• 
. l t ''" 
wdi ~ I f à (-· ' u 
.I on ,-,_- . _, 
(O,+ 'i ll--'-· + ll\ '· l-.l, 
As propriedades da integral 
S!:~quínte proposição: 
1 
. I .. 
2n 
+ j 
_i 
11 • (H) 
1. 
2n 
•1 í (H) - •;(H). 
fdet 
lA 
-
qu.::tnrlo 
c.q.d . 
. d{ sao descritds r~l .. • 
Prop. (1.19) Seja f_: T __ .,. !0,+'"'1 como definida unterior·· 
mente. Se <I) f c{ I lj) 
n 
tes, e.ntão: 
il) 
((),+«·) 
.sao fun.:.;:-·ões de (0 1 +'"') em 
r 
' !
[O, +m] d~õ·crescen -
i 2) 
i31 
( 4) 
r odl r ) ~;d f , se r'xistc- Lm1 conjunto denso [' 
((),+=) ( 0,+ co) 
que i.f! { T ) < ~ ( T) 
r 
J (0,+<<>) 
<,Od{~ < lim inf 
n 
D em (0,+-"') tal qt_w 
! 
i O,+ ,, I 
\O,+·' l 
lim sup 
n 
1~u1 que 'f ( r } 
't/1 C D, 
ldT E D • 
! , se cx.ist.e u.m conjunto (0,+·-"') 
'i ( r 
lim 
n 
lim inf.; (T) 
n 
n 
, se existe um conjunto der~so 
sup ..; ( t) 1 V l (, D n 
1 ,r, d, 
' (0,+-») 
tal 
den~·r.' 
' ( 
decrescente, 
saciaremos uma função de conjuntos monótona 
com a propriedade 
çao de conjuntos tem-sr-.:: obviamente que r 
) 
(o·'+"') 
i 0 de-: ,, 
ond2 e a funçãc id"-'-nti.dadA. 
Assim temos: 
j 
( 0,+ -,.) 
(_l_) I 
1 
+m 
lim L~ I {i]) i I - :;, ( y; ~)) > ---_i -
+ 2n i:.::l + 2n n ' "' 
l 
+o:..·. 
[(__h_, 
-- lim i_, (i + ro) I o 
2n i=-1 (<p + t/1) 2n n + + (:(• 
1 +"·' i lim .\: (,p + ~,) (-) -
n ++ m 2n i;;:;]_ 2n 
1 
-1-·-x· 
(-)---) 
- lim (c: + :): 1~'- I I 
n ' + "' 2n i==-l ?.n 2n 
l +"' l 
+,~. 
' i ) 1 i.rn 
' 
( J. ' I + lim ,. I ··- ~ ---y:,-} 'f! c-- ~ 
n ' + "' 
2n i;= 1 2" n _, + ,,, 2n i:=ol z" 
l 
+~ 
l 
' 
'. 
-- lim ,_ ,. 11.0 --I I + 
+ 
,n i=] ' on n ·-> m '- " 
1 +'"' 
_i_ I] + lim 1: .\ I I f L) - -
+ 211 i""l !) 
,_ 2n n -> ,, 
I 2 I 
{ 3) 
i 
~ iD d:x + ! l.D du ~ J :v ( 0,+ , I (OI+ ~I 
Temos que, 
. Como 
v:: cH 
j 
(0 1 H,,} 
:í.D e 
,. 
I 
+ I :;.·df 
J (O,+ ,, I 
r ;~-d( 
. 
{0,+<") 
(t ' i \_ 
:;_~ - D 
:j_,(·c), e existe LU11 conjunto denso D onde ..;(l) •!.>(_ 
VT E D, terno.•,; que 
prop .. (1..15) temos 
i 0 dé:t'P r J 
(0,+-"} 
í 
! ( 0,+ ü ) 
' ) 
' ou seja 
.lim in:E ·r (t) 1 n 
n 
•X { ( t,-1- ")) 
~ 
lim inf 
n 
( ( t 1 + ()) ) 
<Pn 
de con j :1n tos rnuno"Lolld dud.~ por, 
'-' (B)-=- Llm _inf ·'<P (B) 
n 
\it c_ D. 
Vt C D, a s .:; 1 :r. 
Scju 
Ut'ld 
Assim cx~{(t,+v.,)) 
" 
integral monótona temos que 
i 0 dn ~ Como , 
,, (B) 1 im 
n 
in f '-'· (B 1 
'n ' 
\/B ~ F ((O,+")) 
P":lo exemplo {6) concluÍmos que , 
ou 
" j i 0 d_,:t < 
I O,+ "'i 
seja, r j 
(O,+ m) 
< lim jnf 
n 
lim inf r '{! 
n 
d " 
' 
du: 
~ 
n 
(4) Seja o, (B) -· lim 
n 
sup n ( I3) ' 
' 
VB C (0,+<>>), como 
'{ ( 'l ) > lim sup 'f ( T), 
n 
n 
lim SU[:) 
n 
:.t (t,+'·'-') r 
" n 
\ft F D, e assim r 
! ( U, -t- -~,) 
n 
Vt. c:_: D, 
j dv 
D 'f! 
35 funções de conjuntos n:un ó tona t~ ,-_,_' 
c 
tem-se o ( (t,·-l·'-'')) 
" 
1.~ 
'' _,!i
JN. 
Como 'P ( t) 
n 
< '!,(t), Vt F D, tpmos ( 
j 
(o,+'-'-') 
r j lfn E JliJ • Temos -")ntão que: 
{O,+=) 
(a) Ci. ( .B) - lün sup a (B I VB E (Q,+u,) 
•P 11 n 
r 
(b) 1 im sup I i)) du + '" I 
n ( u. + '"') n 
' ' 
kl iD r},. + '" j - '-",,, 
' (0,+ ·I 
Usando a propriedade (1.17) obtemos que 
r I 
' iD Ct:". lirr. .SL1 p iD cLt 
' J J (O,+m) n (o,+ •'-') n 
Logo, 
( 
iD du lim J i d~J-i 
"' 
.sup 
-o 
' (O,+·') 11 (o,+ C'<l) 11 
ou S'"-'J a f (O,+ e<·) n sup J ..p n 
df lim 
Prop. (1..20) 
• -1-
1.... '' ,J_ ,, 
propriedade o: iB ) -t- o (B) , n 
tão temos: 
(f, f E [O,+~JJA; f 
n n 
se B 1- R, 
n 
t- f) ~> ( lim 
B, lH'P(JA), 
n 
f dct 
n 
n '+ ,.,, I lA J 
V n c -li"! • f:n-
lA 
(b) Seja u uma função monótona de r:onjuntos definida em f (lA J 
JA I:- )2\, com a propriedade "a (B ) + a (B) 
n 
< --1_- ()') 
f 
n 
T-\ 
e B, B E: P('.IA)" 1-\ssim, 
n 
(f 1 f E;;; [O,+m)JA; f -~f, ú n 
r 
! 
lA 
,...=;. ( l im f du. -- j' fdci) 
d:;. 
n 
JA 'IA 
Dem: Como f ! temos f ' 11 n 
f di.( \in '~ lN 
' 
1u~JO 
Ji\ 
,~---~--~--- ~~~~-~--~-·---~-~--· ---1 
I lim SUP r f du. < r fda I. 
1 ~ ) n -- J 
I n JT~ 1A. , ~·--~-------·- -----~-~---- ___ j 
Temos tambêm que, 
fdcv. = r 
J 
(O,+cn) 
cdf ~- t}C!C (t) 
+ w) ~ 
f 
' 
Vn E 1N e ,'.1 s s in< 
e , 
f do: --
n r (L r f n t } d ( ( t) Mas, para cari.a n c 1~! ) 
JA I O,+, I 
b::mos ; 
n 
I tI - ,_, {f ti 
n 
Pf{t)·-ü;f ti 
tcs e os 8 -- (f 
n n 
t} 1 formam uma sequênc:ia que converqe p:u:d 
B ·- { f ' t j ' e P 
cun sequen tewcn t.co 
crescente. Temos então que 'IB) 
"-' (t) -· Um 
n ++ m 
•F (l) 1 ou aind~t n 
lirn ' ( f' I ~1 'n! , 
n • + ,_,__. 
l,Q (t) 
_l im 
n 
.i.nf -~- ,~: 1 1 n 
Vt ~ (O,+oo). Usando o resu]_tado o item (3) da prop. (1.19) 1 temos, 
<PdL < lim inf 
n J {0,-t-<n) 
~n à.(' 
n 
f o: {f -, t} df lim :i nf 
n I O,+ w I 
~~- __ ,. ----~---~------~---------- .. --1 
l r fd.J. 1]_m in[ r 
I J 
I H-'. n 
f da 
n 
( _________________ - ------------------------ __ , 
l _i_nt 
lA 
' ,. ( 
.Lfl_L 1 
J 
lA 
f dt_\ 
n 
isto e 
t} d/ 
(b) Como fn ~ .f r t.emos f 
n 
f 
' 
Vn t-: :IN , Logo .r 
JA 
Vn '~ JN , 
f dct 
n 
do B 
n 
l~.ssim 
-' f 
lA 
r 
lA 
r r ' 
r 
------------ --- - -------' 
lim inf I f c1~x >; fdr_x 
j fl -· j 
i JA :IA 
'---·-~------- _, ____ -------------------- ..J 
Por outro lado ternos , 
f d·j --
n 
f do: -
! 
(O,+"') 
' 
' I ( O,+u>) 
.; .. [' > t} d (' 
n 
,. 
ulf t _l ' - I 
' (O;+ 
J 
( Ü 1 + '') 
,c lH 
, I 
cdf ..,. t}. 
'·" ctr n 
Para cada n E lN 
' 
c - funções decrcscen te~=; c 
' 
sao 
n 
(f t} como f j f' temos B ,_ B, ond.e B r c 
' 
--
' ! n n n 
(1. ( 13) lim n (B I '' 
n 
lim sup a (B ) , consC([Uent.emente 
t l 
sup 
n '+ "' 
lim sup 
n 
·t; { t) ' 
n 
\{f 
n 
n 
t}, 
n 
t~otc-'mos tambám que "' ( t) -
·n 
F . t_ ) 
'-, i- I \In c !N , '-' que 
n 
! 
:_·, {f 1 t r dt !~' c J onde 
(o I-\- '-') 
Usando o i.tem ( 4) prop, ( l. 19) temos , 
e :-;1.':1 
t -
-
f {O,+m) 
:pdt > lím sup 
n 
df , isto e 
o:{f > t_} d.f 
J 
( 0,+"'') 
lim sup f 
n 
cdf 
n 
(lJ,+u·) 
-------------- --- ------------~-------"---1 
1
1 r r r-,b I fda U.m sup -~· 
I J n n I 1A 1A 
L_ _______ --------
r 
1A 
fda -'' lim sup 
ll 
r f do: 
n 
> t} df f 
c.q.c":. 
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